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REMERCIEMENTS 

APRÈS AVOIR RENDU GRÂCE À DIEU LE TOUT PUISSANT  

ET LE MISÉRICORDIEUX NOUS TENONS À REMERCIER 

VIVEMENT TOUS CEUX QUI, DE PRÈS OU DE LOIN ONT 

PARTICIPÉ À LA RÉDACTION DE CE DOCUMENT .IL  

S’AGIT PLUS PARTICULIÈREMENT DE : 

MONSIEUR GHOUTI DJELLOULI , ON LE REMERCIE POUR LA 

QUALITÉ DE SON ENCADREMENT EXCEPTIONNEL, POUR SA 

PATIENCE, SA RIGUEUR ET SA DISPONIBILITÉ DURANT 

NOTRE PRÉPARATION DE CE MÉMOIRE. 

JE REMERCIE VIVEMENT TOUS LES ENSEIGNANTS DE 

NOTRE DÉPARTEMENT QUI ONT TOUJOURS DONNÉE LE 

MEILLEUR D’EUX-MÊMES AFIN DE NOUS ASSURER UNE 

FORMATION DE QUALITÉ, JE N’OUBLIE PAS LE CHEF 

DÉPARTEMENT POUR SON AIDE.  



DÉDICACE 

JE DÉDIE CE MÉMOIRE 

A MA MÈRE POUR LEUR PATIENCE, LEUR AMOUR  

LEUR SOUTIEN ET LEURS ENCOURAGEMENTS. 

A MES FRÈRES. 

A MES AMIES ET MES CAMARADES. 

SANS OUBLIER TOUS LES PROFESSEURS QUE CE SOIT DU  

PRIMAIRE, DU MOYEN, DU SECONDAIRE OU DE 

L’ENSEIGNEMENT 

SUPÉRIEURE. 
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▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s

❛s♣❡❝ts ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣❡t✐t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥t t♦✉s ✉♥❡ ❝❛✉s❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ✿ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❤②s✐q✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❢r❛♥❝❤✐t ✉♥

s❡✉✐❧✱ ❡t ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t ❢♦r❝❡ ❧❡ s②stè♠❡ à ♦r❣❛♥✐s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛✲

❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈é ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t✱ ✐❧ s❡ ♣❛ss❡ ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✿ ▲❡s ét❛ts ♦❜s❡r✈és ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

❯♥ ét❛t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é s✬✐❧ ❡st st❛❜❧❡✱ ♥♦t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ q✉✐ s❡ ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉✬✉♥ ❧é❣❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡

♥✬❛✐t ♣❛s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡❧✲

❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱t❛♥t q✉✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈❡ s❛ st❛❜✐❧✐té✱

❛✉❝✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♦❜s❡r✈é ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❝❡t ✓ ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✔ ♣❡r❞ s❛ st❛❜✐❧✐té ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥❡

✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧✬ét❛t ♥✬❡st ♣❧✉s ♦❜s❡r✈é✱ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♦r❣❛♥✐s❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧

ét❛t st❛❜❧❡ q✉✐ ✓ ❜✐❢✉rq✉❡ ✔ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❡♠é♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✓ ❜✐❢✉r✲

❝❛t✐♦♥ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✔✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡

s❝❛❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♥❡ tr❛✐t♦♥s ♣❛s ❧❛ ✓ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❛r❛♠ètr❡ ✔✳

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❧♦❝❛❧❡✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ♦✉t✐❧s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t

❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐és ❛✉① s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ❧✐✈r❡s ✿ ✭[✶✻]✱
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❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❞❡

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs t②♣❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❜❛s❡✳

▲❛ ✸ ❡t ❧❡ ✹ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ à ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s

♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r

❞❡s ♣❧❛❣❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱

♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

♦✉t✐❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ▼❛t❧❛❜✳ ❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱

à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡

❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉✐ s✬❛✈èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡

❞❡ s②stè♠❡s ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡s✳❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❬✶✼❪✱ ❬✶✺❪✱ ❬✾❪✱ ❬✶❪✱ ❬✶✵❪✱

❬✷✻❪✳



✶
❈❤❛♣✐tr❡ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r

❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❝♦♥t✐♥✉s

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷✳✶ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✶✳✷✳✸ Pr♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✷✳✹ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✸ ❙t❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✹ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②st❡♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✹✳✶ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✹✳✷ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✹✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ✓ ❚②♣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✔ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✹✳✹ ❚②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ ❚r❛❝❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✶✽

✶✳✺ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✷✵
✶✳✺✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✺✳✷ Pr❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✭♠ét❤♦❞❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡✮ ✳ ✷✷
✶✳✺✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡✮ ✳ ✷✷

✼



✽ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ r❡♠♦♥t❡ ❛✉①

tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍✳ P♦✐♥❝❛ré ✭✶✽✺✹ ✶✾✶✷✮ ❡t ❛✉ ♠é♠♦✐r❡ q✉✬✐❧ ♣rés❡♥t❛ ❡♥ ✶✽✽✶ ✐♥t✐t✉❧é ✿ ✧❙✉r

❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✧✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s

❞②♥❛♠✐q✉❡s ✿ t❡❧s q✉❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ❞❡ t✐r❡r ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s q✉❛♥t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥té

❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥✲

❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✧▼ét❤♦❞❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✧ ❝♦♥s✐st❡

à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛

st❛❜✐❧✐té ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♠❛❧❣ré s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s très ❡✣❝❛❝❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡ q✉❡

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝♦♥❝❡r♥é ❡t ♥❡ ♣❡✉t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡

♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❆✳ ▼✳ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✧▼ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡

❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✧ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐t❡ ✧❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡

▲②❛♣✉♥♦✈✧ q✉✐ ❞é❝r♦ît ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t

❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❣✉✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡

❞✉ s②stè♠❡✳

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ R ❞❛♥s R✱ ❡t y0 ✉♥ ré❡❧✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ✿

{
y′ = f(y(t))
y(0) = y0 ,

✭✶✳✶✮

❝✬❡st ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s T ✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

y : [0, T ] → R✱ t❡❧❧❡s q✉❡ y(0) = y0 ❡t ✿

∀t ∈ [0, T [ , y′(t) = f(y(t)) .

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✭✈♦✐r ❬✷✷❪✱ ❬✶✻❪ ❡t ❬✶✾❪✮q✉✐✱ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧❡s

♣♦rt❛♥t s✉r g✱ ❛ss✉r❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ ■❧

♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ❢❛✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❡♥ ❛✐t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té



✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✾

✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❯♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②✲

s✐q✉❡ q✉✐ é✈♦❧✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✭s②stè♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✮✱ ♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

✭s②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t✮✳

✶✳✷✳✶ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡s♣❛❝❡ ♦✉ ♣♦rtr❛✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s q✉✐
s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ (1.1) r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥✐t✐é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

✶✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t

❖♥ ♥♦t❡ ❡♥ ♦✉tr❡

Ω0 = {(t, y0) ∈ R×D; t ∈ ]0, T [}

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ❖♥ ❛♣♣❡❧ ✢♦t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ (1.1) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

Ω0 → R
d

(t, y0) 7→ φt(y0) = y(t; 0, y0)

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ φt(y0) s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{
d

dt
φt(y0) = f(φt(y0))

φ0(y0) = y0
✭✶✳✷✮

❊♥ ♦✉tr❡ ✿

∀(t, t0, y0) ∈ , (t− t0, y0) ∈ 0 et y(t; t0, y0) = φt−t0(y0)

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ φt ❡st ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ t0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳✶ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ❧❡ ✢♦t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠❡✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t s②stè♠❡ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠❡ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ▲❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ φt ♥✬❡st ♣❛s r❡str✐❝t✐✈❡✳



✶✵ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s

✶✳✷✳✸ Pr♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

Ω0 → R
n

(t, y) 7→ φt(y)

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P♦✉r t♦✉t ✭t✱ ② ✮∈Ω0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ y t❡❧ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φt(.)
s♦✐t ❞é✜♥✐❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r V.

▲♦rsq✉❡ φ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

❱♦✐r ●❡♦r❣❡ ❉❛✈✐❞ ❇✐r❦❤♦✛✱ ✭✶✽✽✹ ✲ ✶✾✹✹✮✱ ▼✳❱✳ ❇❡❜✉t♦✈ ✭✶✾✶✸✲✶✾✹✷✮✱ ❆✳❆ ❆♥❞r♦♥♦✈

✭✶✾✵✶✲✶✾✺✷✮✱ ✳ ✳ ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❙✐ D = R
n ❡t f ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ❛❧♦rs

Ω0 = R× R
n ✱ ❡t

R → GL(Rn)

t 7→ φt(.)

❡st ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ (R,+) ❞❛♥s (GL(Rn), ◦)✱ ♦ù GL(Rn) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✛é♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ R

n ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

♣r❡✉✈❡ ✶✳✷✳✶ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❚❤✳ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❬✷✷❪✮ ✿

∀(s, t) ∈ R
2, φs ◦ φt = φt ◦ φs = φs+t

❞♦♥❝

✶✳ φt ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❀

✷✳ (φt)
−1 = φ−t ❀

✸✳ (φt)
−1 ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

✹✳ ❊♥✜♥✱ φt ❡st C
1 ❞✬✐♥✈❡rs❡ C1

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳✷ ✭❋❧♦t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f(x)
❞é♣❡♥❞ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t x✱ ✐❧ ❞é✜♥✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r f(x) = Ax✱ A ét❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡
✢♦t ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿ ✐❧ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ✿

x(t) = eAtx0 d′où φt(x) = eAtx

❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ à ✈❡♥✐r ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s

s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳



✶✳✸ ❙t❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✶✶

✶✳✷✳✹ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡

✶✳ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x ✿ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ : I → R
n✱

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts φ(t) ❞❡ Rn ✱ ♦ù t ♣❛r❝♦✉rt ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡

♣❛r❛♠étré❡✳

γx = {φ(t, x); t ∈ R}.

✷✳ ❈♦✉r❜❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ✿ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦✉r❜❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ : I → R
n✱

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ (t, φ(t)) ❞❡ R
n✱ ♦ù t ♣❛r❝♦✉rt ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❧❛

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ φ ❞❛♥s Rn+1✳

✸✳ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t x ✿ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φx : R → X ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

φx(t) = φ(t, x)

✹✳ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ x ✿ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ : I → R
n ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡

✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ T > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀t ∈ R, φx(t+ T ) = φx(t)

▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❢❡r♠é❡ ✭❝✬❡st ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✮✳

✺✳ P♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ ❯♥ ét❛t xe ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ (1.1) s✐ ♣♦✉r

t♦✉t ✐♥st❛♥t t ≥ t0 ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ x(t) = xe✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ xe ✈ér✐✜❡ f(t, xe) = 0

✶✳✸ ❙t❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐❡✈❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉✲

♥♦✈ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐❡♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s

❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐✲

❧✐❜r❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②st❡♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t ❛ss❡③ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t✱

s❛✉❢ ré❢ér❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❞❡s ♦✉✈r❛❣❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡s s②st❡♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✶✾❪✱ ❬✷✵❪

❡t ❬✷✺❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ✭❆ttr❛❝t✐✈✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✮ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ xe ❡st
❛ttr❛❝t✐❢ s✐

∀ϵ > 0, ∃δ > 0; ∥x0 − xe∥ ≤ δ ⇒ lim
t→+∞

∥x(t)− xe∥ = 0



✶✷ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ xe ❡st ❞✐t ❛ttr❛❝t✐❢ s✐ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ x(t)✱ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

❡t ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✱ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❝❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ xe✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ xe ❡st ❞✐t ✿

✶✳ ❙t❛❜❧❡✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t t > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ δ(ϵ) > 0 t❡❧ q✉❡

∥x0 − xe∥ ≤ δ(ϵ) ⇒ ∥x(t)− xe∥ ≤ ϵ, ∀t ≥ t0.

✷✳ ❆s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ s✬✐❧ ❡st st❛❜❧❡ ❡t ❛ttr❛❝t✐❢✳

✸✳ ■♥st❛❜❧❡✱ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡

❋✐❣ ✶✳✶ ✿❙t❛❜✐❧✐té ❡t ❙t❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

▲✬❡q✉✐❧✐❜r❡ xe ❡st st❛❜❧❡ s✐ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ xe✱ U1(x0, ε)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

✈♦✐s✐♥❛❣❡ U2(x0, δ(ε)) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x0 ♣r✐s❡ ❞❛♥s U2(x0, δ(ε)) ❧❛

tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡st❡ ❞❛♥s U1(x0, ε)✳❊♥ ♣❧✉s✱ s✐ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U1(x0, ε) ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ t❡♥❞

✈❡rs xe ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❞✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✐r❡ q✉❡ x = xe ❡st ✐♥st❛❜❧❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✲

❧✐❜r❡ U1(x0, ε)✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U2(0, δ(ε)) ⊂ U1(0, ε)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡

tr❛❥❡❝t♦✐r❡ φ(t, x0) ✱ ❛✈❡❝ x0 ∈ U2(x0, δ(ε))✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s U1(x0, ε)✳



✶✳✹ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②st❡♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✶✸

✶✳✹ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②st❡♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡

s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

X ′ = A.X ✭✶✳✸✮

❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡ ✭❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✮✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t

❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❡♥ s❡ ré❢ér❛♥t à ❞❡✉① ♣✐✈♦ts ✿

✶✳✹✳✶ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té

✶✳ ❆ttr❛❝t❡✉rs ♦✉ ♣♦✐♥ts st❛❜❧❡s✳

✷✳ ❘é♣✉❧s❡✉rs ♦✉ ♣♦✐♥ts ✐♥st❛❜❧❡s✳

✸✳ P♦✐♥ts s❡❧❧❡s ♦✉ ❝♦❧s

✶✳✹✳✷ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

✶✳ ❋♦②❡rs✳

✷✳ ❈❡♥tr❡s ❡t ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s✳

✸✳ ◆♦❡✉❞s✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ X ′ = 0 ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉

s②stè♠❡ X ′ = A.X ✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❖♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡

❝❡ ♣♦✐♥t✳

✶✳✹✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ✓ ❚②♣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✔

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❛❞♠❡t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐st✐♥❝t❡s λ1 ̸= λ2✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡❧❧❡ ❡st

❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡

B = P−1AP =

(
λ1 0
0 λ2

)

✶✳ Pr❡♠✐ér❡ ❝❛s

✭❛✮ ❙✐ λ1 > 0 ❡t λ2 > 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥st❛❜❧❡✳



✶✹ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✶✳✷ ✿ ♥♦❡✉❞ ✐♥st❛❜❧❡

✭❜✮ ❙✐ λ1 < 0 ❡t λ2 < 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ st❛❜❧❡✳

❋✐❣✶✳✸ ✿ ♥♦❡✉❞ st❛❜❧❡

✭❝✮ ❙✐ λ1 < 0 ❡t λ2 > 0 ✭❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ♦♣♣♦sé ✮ ❛❧♦rs ❧❡

♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦❧ ♦✉ s❡❧❧❡ ✳

❋✐❣✶✳✹ ✿ ♣♦✐♥t ❝♦❧ ♦✉ s❡❧❧❡

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✹✳✶ P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t s❡❧❧❡✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❛①❡s ❛♣♣❡❧és ❧❡s sé♣❛r❛✲
tr✐❝❡s ❞✉ ♣♦✐♥t s❡❧❧❡✱ ❝❛r ❝❡s ❞r♦✐t❡s sé♣❛r❡♥t ❧❡ ♣❧❛♥ ❡♥ q✉❛tr❡ ✓ ✢♦ts ✔ ❞❡ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❡♥ r♦✉❣❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à
s♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡✳

✷✳ ❉❡✉①✐é♠❡ ❝❛s ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞♦✉❜❧❡ λ1 = λ2 = λ✱ ❙✐ A



✶✳✹ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②st❡♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✶✺

❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡

P−1AP = B =

(
λ 0
0 λ

)

✭❛✮ ❙✐ λ > 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ❡st ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ♦✉ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞é❣é♥éré

✐♥st❛❜❧❡✳

❋✐❣✶✳✺ ✿ ét♦✐❧❡ ✐♥st❛❜❧❡

✭❜✮ ❙✐ λ < 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ❡st ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ♦✉ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞é❣é♥éré

st❛❜❧❡✳

❋✐❣✶✳✻ ✿ ét♦✐❧❡ st❛❜❧❡

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✹✳✷ ▲❡ ❝❛s λ = 0 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✱ ❝❛r ♦♥❛ ❛ s✉♣♣♦sé❡ q✉❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

❙✐ A ♥✬❡st ♣❛s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t tr✐❛♥❣✉❧❛r✐s❛❜❧❡

B = P−1AP =

(
λ 1
0 λ

)

✭❝✮ ❙✐ λ > 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ♦♥ ❛ ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ♦✉ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞é❣é♥éré

✐♥st❛❜❧❡✳



✶✻ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✶✳✼ ✿ ◆÷✉❞ ❞é❣é♥éré ✐♥st❛❜❧❡

✭❞✮ ❙✐ λ < 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ♦♥ ❛ ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ♦✉ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞é❣é♥éré

st❛❜❧❡✳

❋✐❣✶✳✽ ✿ ◆÷✉❞ ❞é❣é♥éré st❛❜❧❡

✸✳ ❚r♦✐s✐é♠❡ ❝❛s

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❛❞♠❡t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s λ1 = α + iβ ❡t

λ2 = α− iβ

B = P−1AP =

(
α −β
β α

)

✭❛✮ ❙✐ α < 0, β > 0✱❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ❢♦②❡r st❛❜❧❡



✶✳✹ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②st❡♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✶✼

❋✐❣✶✳✽ ✿ ❋♦②❡r st❛❜❧❡

❉❛♥s ❧❡ ♣♦rtr❛✐t ❡t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞✉

♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ✉♥ ❢♦②❡r st❛❜❧❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s♣✐r❛❧❡ ❛ttr❛❝t❛♥t❡✮✳

✭❜✮ ❙✐ α > 0 ❡t β > 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ❢♦②❡r ✐♥st❛❜❧❡✳

❋✐❣✶✳✾ ✿ ❋♦②❡r ✐♥st❛❜❧❡

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦rtr❛✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝ à ❞❡s s♣✐r❛❧❡s✱

q✉✐ s✬é❧♦✐❣♥❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ✉♥ ❢♦②❡r ✐♥st❛❜❧❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡

s♣✐r❛❧❡ ré♣✉❧s✐✈❡✳✮

✭❝✮ ❙✐ α = 0 ❡t β > 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ❝❡♥tr❡ ✭♣♦✐♥t ♥❡✉tr❛✲

❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✮✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦rtr❛✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉✐✈❛♥t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❝❡♥tr❡



✶✽ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s

❋✐❣✶✳✶✵ ✿ ❝❡♥tr❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t ❛✉t♦✉r

❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡s ❧✐❡✉①

❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ✉♥ ❝❡♥tr❡✳

✶✳✹✳✹ ❚②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ ❚r❛❝❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s❛♥s ❛✈♦✐r

à ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛❝❡ ❡t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✳

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ X ′ = AX ❛✈❡❝ A =

(
a11 a12
a21 a22

)
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧❧❡ ❝❛rré❡ ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs λ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✿

det(A− λI) = 0 ⇐⇒ λ2 − tr(A)λ+ det(A) = 0.

❞✬♦ù

tr(A) = a11 + a22

det(A) = a11a22 − a12a21

▲❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st

∆ = (tr(A))2 − 4 det(A)

❈✬❡st ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❛ss♦❝✐é❡ à A

✶✳ ❘é❡❧❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s (∆ > 0) ❀

✷✳ ❘é❡❧❧❡s é❣❛❧❡s (∆ = 0) ❀ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❀

✸✳ ❈♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s (∆ < 0)✳



✶✳✹ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②st❡♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✶✾

❉♦♥❝ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ tr(A) ❡t

❞❡ det(A)✱ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

λ2 − λtr(A) + det(A) = 0.

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s ❡t ♥♦♥ ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡t ❧✬❡①té✲

r✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

tr(A)2 − 4det(A).

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ λ1 ❡t λ2 s♦♥t r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ✿

trA = λ1 + λ2 et detA = λ1λ2

❛✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭tr(A)✱ det(A)✮ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ∆ = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡

det(A) =
1

4
(tr(A))2

q✉✐ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ré❣✐♦♥s✳

✶✳ ❈❛s ∆ = 0 ✭✐✳❡✳ s✉r ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡ det(A) =
1

4
(tr(A))2✮✳

❘❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ λ1 = λ2 = λ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s

det(A) = λ2 et tr(A) = 2λ

✭❛✮ ❙✐ tr(A) > 0 ❞♦♥❝ λ > 0 ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st s♦✐t ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ✐♥st❛❜❧❡ ♦✉

✉♥ ♥÷✉❞ ❞é❣é♥éré ✐♥st❛❜❧❡✳

✭❜✮ ❙✐ tr(A) < 0 ❞♦♥❝ λ < 0 ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st s♦✐t ✉♥❡ ét♦✐❧❡ st❛❜❧❡ ♦✉

✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞é❣é♥éré st❛❜❧❡✳

✷✳ ❈❛s ∆ > 0 ✭✐✳❡✳ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❛✉ ❞❡ss♦✉s ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡ det(A) <
1

4
(tr(A))2✮✳

✭❛✮ ❙✐ det(A) = λ1λ2 < 0 ❛❧♦rs λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡s ♦♣♣♦sés ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

❡st ✉♥ ♣♦✐♥t s❡❧❧❡✳

✭❜✮ ❙✐ det(A) > 0 ❡t tr(A) > 0 ❞♦♥❝ λ1 > 0 ❡t λ2 > 0 ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✉♥

♥÷✉❞ ✐♥st❛❜❧❡✳

✭❝✮ ❙✐ det(A) > 0 ❡t tr(A) < 0 ❞♦♥❝ λ1 < 0 ❡t λ2 < 0 ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✉♥

♥÷✉❞ st❛❜❧❡✳

✸✳ ❈❛s ∆ < 0 ✭✐✳❡✳ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❛✉ ❞❡ss✉s ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡ det(A) >
1

4
(tr(A))2✮ ❛❧♦rs✱ λ1 =

α + iβ ❡t λ2 = α− iβ ❞♦♥❝ det(A) ❂ λ1λ2 ❂ α2 + β2 > 0



✷✵ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s

✭❛✮ ❙✐ tr(A) < 0 ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✉♥ ❢♦②❡r st❛❜❧❡✳

✭❜✮ ❙✐ tr(A) > 0 ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✉♥ ❢♦②❡r ✐♥st❛❜❧❡✳

✭❝✮ ❙✐ tr(A) = 0 ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

❡st ✉♥ ❝❡♥tr❡✳

❋✐❣✉r❡ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢

❋✐❣ ✶✳✶✶ ✿ ◆❛t✉r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✷✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❡t ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡

❝❡s ♣♦✐♥ts✳

✶✳✺ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥

❧✐♥é❛✐r❡s

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❛♣♣r♦❝❤é✱ ❞✐t s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé✱ ❛②❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♣❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ✿





dx

dt
= f(x, y)

dy

dt
= g(x, y).

✭✶✳✹✮



✶✳✺ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✷✶

❞♦♥t ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ♥♦té ✱ (xe, ye)✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (xe, ye) ❞♦♥♥❡ ✿





dx

dt
= f(xe, ye) + (x, xe)

∂f

∂x

∣∣∣∣
xe,ye

+ (y, ye)
∂f

∂y

∣∣∣∣
xe,ye

+ ...

dy

dt
= g(xe, ye) + (x, xe)

∂g

∂x

∣∣∣∣
xe,ye

+ (y, ye)
∂g

∂y

∣∣∣∣
xe,ye

+ ....

P♦s♦♥s ✿

x = xe +X

y = ye + Y

X ❡t Y ❡①♣r✐♠❛♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (xe, ye)✳

▲❡ s②stè♠❡ (1.3) s✬é❝r✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭❡♥ ♥❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s

❞❡ ❞❡❣ré ✶ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✮ ✿

dX

dt
= aX + bY

dY

dt
= cX + dY

❙♦✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿

dZ

dt
=

(
a b
c d

)
Z

=




∂f

∂x

∣∣∣∣
xe,ye

∂f

∂y

∣∣∣∣
xe,ye

∂g

∂x

∣∣∣∣
xe,ye

∂g

∂y

∣∣∣∣
xe,ye



(

X
Y

)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ J ❞✉ s②stè♠❡ ✭❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡

f ❡t g✮✳

❆ ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✿ Xe = Ye = 0 ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡

t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

✶✳✺✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥

❊♥ ❜r❡❢ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ét❛❜❧✐t q✉✬❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (xe, ye) ❡t s✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡

ré❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ J ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ③ér♦ ❡♥ (xe, ye)✱

❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ (1.3) s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡

❧✐♥é❛r✐sé (1.4) ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ 0✳



✷✷ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s

✶✳✺✳✷ Pr❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✭♠ét❤♦❞❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡

♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ xe ✭❧✐♥é❛r✐sé ❝❡ s②stè♠❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ xe ✮✳

❉♦♥❝✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λi ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡

J =




∂f

∂x

∂f

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y




∣∣∣∣∣∣∣
x=xe

❞é❞✉✐t❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ xe ❞✉ s②stè♠❡ (1.4)

✶✳✺✳✸ ❉❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡✮

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦✲

❧✉t✐♦♥s ✭tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✮ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❛♥s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡

❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡r❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ♣♦ssé✲

❞❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t

éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②st❡♠❡✳

❘❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① s②st❡♠❡s ❞✉ t②♣❡ (1.4)✱ ❧❡ t❤é♦r❡♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r

❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳✶ ❙♦✐t xe = 0 ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ (1.4) ❡t U ⊂ R
n ❝♦♥t❡♥❛♥t

xe = 0 s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 t❡❧❧❡ q✉❡

✶✳ V (0) = 0 et V (x) > 0 dans U\{0}✳
✷✳ V ′(x) ≤ 0 dans U ✳

❆❧♦rs xe = 0 ❡st st❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

✸✳ ❙✐ V ′(x) < 0 ❞❛♥s U\{0} ❛❧♦rs xe = 0 ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ t❤é♦r❡♠❡ (1.5.1) ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❧♦❝❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❛

st❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ❛ss✉ré❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ U ♣♦✉r

❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V (x) ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (1) ❡t (2) ♦✉ (1) ❡t (3)✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ q✉✬✉♥ s②st❡♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ✱ ✐✳❡✳✱ ∀x0 ∈ R
n✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s②st❡♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡

❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❣❧♦❜❛❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t x0 ∈ R
n✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ φ(t, x0) ❞✉ s②st❡♠❡ (1.4)

❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ q✉❛♥❞ t → +∞ ✱ ❛❧♦rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❞✐t❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✲
♠❡♥t st❛❜❧❡✳



✶✳✺ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✷✸

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ♣❡✉t ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡ s②st❡♠❡

❛✉ss✐ ❧♦✐♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❡t ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳

▲✬✐❞é❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s❡r❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦r❡♠❡ (1.5.1) ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t U = R
n ✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t✳ ❊♥ ❢❛✐t ✿ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ss✐ q✉❡ V (x) s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

r❛❞✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲❜♦r♥é❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ (2) ❝✐✲❛♣r❡s✮✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡

t❤é♦r❡♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳✷ ❙♦✐t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ (x = 0) ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②st❡♠❡ (1.4)✳ ❙♦✐t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ V : Rn → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s R

n✱ s✐ ✿

✶✳ V (0) = 0 ❡t V (x) > 0✱ ∀x ̸= 0✱

✷✳ ∥x∥ → ∞ ⇒ V (x) → ∞✱

✸✳ V ′(x(t)) < 0✱ ∀x ̸= 0✱

❆❧♦rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐❡♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛

✧❜♦♥♥❡✧ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✲

t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧✬❡①✲

♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r✳ ❉❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✭s②st❡♠❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t✴♦✉ é❧❡❝tr✐q✉❡s✱

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦r❡♠❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈

❡t ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②st❡♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st

❞✐ss✐♣é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②st❡♠❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡r❛ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳



✷✹ ◆♦t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s



✷
❈❤❛♣✐tr❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

❙♦♠♠❛✐r❡
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✷✳✺✳✶ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❇❡♥❞✐①s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✻ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ P♦✐♥❝❛ré✲❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✺



✷✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❖❉❊ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ✿

{
dx

dt
= f(x, µ)

x ∈ R et µ ∈ R

✭✷✳✶✮

❛✈❡❝ f ∈ C1(R) ✭♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♦♥ ♥♦t❡ x = x(t)✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s xe q✉✐ ✈❛ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ ❡t ❧❡✉r st❛❜✐❧✐té ❧♦rsq✉❡ µ é✈♦❧✉❡

❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❘ ✿ µ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❯♥❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❖♥ ❞é✜♥✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②sté♠❡ (2.1) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ µ t❡❧❧❡
q✉❡ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ J = Dxf(x, µ) ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ xe ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥✉❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ▲✬éq✉❛t✐♦♥

f(x, µ) = 0

♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s✱ ❞é✜♥✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
(x, µ) ❛♣♣❡❧é❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡t ❧❡s t❤é♦✲

rè♠❡s ❣é♥ér❛✉① ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ ❧❡s s✉❜✐ss❡♥t✳

✷✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❜✉t♦♥s ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ✐❧❧✉str❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ✭r❡s♣✳ ✷ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s

♣♦✉r ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✮ ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣♦rtr❛✐t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ µ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ µ = 0✳✭ ✈♦✐r❡ ✿ [✶]✱

[✾]✱ [✶✵]✱ [✶✼]✱ [✺]✮

▲❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❝♦❧✲♥♦❡✉❞ ❡t ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts

s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞✐t❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ✭❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ s❡r❛ ♣ré❝✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✮✳ ❈❡✲

♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡

❡t ❧❛ ❢♦✉r❝❤❡✱ s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣♦rtr❛✐ts ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❡♥ ❙❝✐❡♥❝❡s ❞✉ ❱✐✈❛♥t✳ ❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ♥♦✉s ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✳



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✷✼

❋✐❣ ✷✳✶ ✿ t❛❜❧❡❛✉ ✐❧❧✉str❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t

✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ✭r❡s♣✳ ✷ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

❞❡ ❍♦♣❢✮✳

✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

✷✳✸✳✶ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ◆♦❡✉❞✲❝♦❧

❙♦♥ ♥♦♠ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s②sté♠❡ ♣❧❛♥✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉

t②♣❡ ❝♦❧ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ t②♣❡ ♥♦❡✉❞ s❡ r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❡t ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x′ = f(x, µ), avec x ∈ R, µ ∈ R ✭✷✳✷✮

❡t f : R×R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f ♣♦ssè❞❡ ♣♦✉r

µ = 0 ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✐✳❡✳

✶✳ f(0, 0) = 0 ❀

✷✳
∂f

∂x
(0, 0) = 0

❡t ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s



✷✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

✸✳
∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0.

✹✳
∂f

∂µ
(0, 0) ̸= 0

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ s②stè♠❡ (2.2) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

x = µ+ x2, ✭✷✳✸✮

♣❛r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ❡♥

1, 2, 3 ❡t 4✳

ét❛♣❡ ✶ ✿ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ ζ = x+ δ✱ ♦♥ ❢❛✐t

❧❡ ❞❧ ❞❡ f ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x = 0✱

f(x, µ) = f(0, µ) + x
∂f

∂x
(0, µ) +

x2

2

∂2f

∂x2
(0, µ) +O(x3).

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ζ

ζ =

[
f(0, µ)− ∂f

∂x
(0, µ)δ +

1

2

∂2f

∂x2
(0, µ)δ2 +O(δ3)

]

✰

[
∂f

∂x
(0, µ)− ∂2f

∂x2
(0, µ)δ +O(δ2)

]
ζ +

[
1

2

∂2f

∂x2
(0, µ) +O(δ)

]
ζ2 +O(ζ3).✭✷✳✹✮

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♥♥✉❧❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (2.4) ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ δ = δ(µ)

t❡❧ q✉❡ F (µ, δ(µ)) = 0✱ ❛✈❡❝

F (µ, δ(µ)) =
∂f

∂x
(0, µ)− ∂2f

∂x2
(0, µ)δ +O(δ2)

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✿

❖♥ ❛ F (0, 0) = 0 ❡t
∂f

∂δ
(0, 0) = −∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0

∃U ∈ V (0), V ∈ V (0)✱ t❡❧ q✉❡ F (µ, δ) = 0, ∀µ ∈ U ❡t δ(0) = 0

∀(µ, δ) ∈ U × V, F (µ, δ) = 0 ⇒ δ = δ(µ)

❛✈❡❝

δ′(µ) =
dδ

dµ
(µ) = −

∂F

∂µ
(µ, δ)

∂F

∂δ
(µ, δ)

∂F

∂µ
(µ, δ) =

∂2f

∂µ∂x
(µ, 0)− ∂3f

∂c∂x2
(µ, 0)δ



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✷✾

∂F

∂δ
(µ, δ) = −∂2f

∂x2
(µ, δ) +O(δ)

δ(µ) = δ(0) + µδ′(0) =

∂2f

∂µ∂x
(0, 0)

∂2f

∂x2
(0, 0)

µ+O(µ2),

❛❧♦rs

ζ ′ =

[
f(0, µ)− ∂f

∂x
(0, µ)δ +

1

2

∂2f

∂x2
(0, µ)δ2 +O(δ3)

]
+

[
1

2

∂2f

∂x2
(0, µ) +O(δ)

]
ζ2 +O(ζ3)

❖♥ ❢❛✐t ❧❡ ❞❧ ❞❡ f ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ µ = 0 ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ 2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

ζ ′ =

[
µ
∂f

∂µ
(0, 0) + 0(µ2)

]
+

[
1

2

∂2f

∂x2
(0, 0) + 0(µ)

]
ζ2 +O(ζ3)(3)

ét❛♣❡ ✷ ✿ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡

❙♦✐t

r = r(µ) = µ
∂f

∂µ
(0, 0) + µ2φ(µ)

❖♥ ❛

r(0) = 0 et r′(0) =
∂f

∂µ
(0, 0)

❛ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

∂f

∂µ
(0, 0) ̸= 0

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ µ = µ(r)✱ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ V (0) t❡❧ q✉❡ µ(0) = 0✳

ζ = r + a(r)ζ2 +O(ζ3)

❛✈❡❝

a(0) =
1

2

∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0



✸✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

ét❛♣❡ ✸ ✿ ❙♦✐t

η = |a(r)|ζ, β = |a(r)|µ

η′ = |a(r)|ζ ′ = r|a(r)|+ |a(r)|a(r)ζ2 + |a(r)|O(ζ3)

η′ = r|a(r)|+ sη2 + |a(r)|0(ζ3) = β + sη2 +O(η3)

♦ù s = ±signe(a(0) ) = ±1

✷✳✸✳✷ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ◆♦❡✉❞✲❝♦❧ ✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ▲✬éq✉❛t✐♦♥

x′ = µ+ x2 +O(x3)

❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ à

x′ = µ+ x2

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x′ = f(x, µ), x ∈ R ✱ µ ∈ R ❛✈❡❝ f ré❣✉❧✐èr❡✱
♣♦ssè❞❡ ❡♥ µ = 0 ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ x = 0 ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡

∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0

❡t

∂f

∂µ
(0, 0) ̸= 0,

❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡✳

η′ = β ± η2

❋✐♥❛❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞❡✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s

♣♦sé❡s ❛✉ ❞é❜✉t s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✸✶

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ❙♦✐t

x′ = f(x, µ), avec x ∈ R, µ ∈ R

❡t f : R×R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❡t q✉❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

♥♦♥✲❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✭❝✳à✳❞ f(0, 0) = 0 ❀
∂f

∂x
(0, 0) = 0✮✳

P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞ ❞❡ ❝♦❧ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ à (x, µ) = (0, 0)✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r ❀

✶✳
∂f

∂µ
(0, 0) ̸= 0,

✷✳
∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0.

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶ ✭❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♥♦❡✉❞✲❝♦❧ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳✮

▲❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

dx

dt
= µ+ x2, µ ∈ R

✶✳ P♦✉r µ < 0 ❧✬éq✉❛t✐♦♥ µ + x2 = 0 ❛❞♠❡t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ x1
e = −√−µ ❡t

x2
e =

√−µ✳

✷✳ P♦✉r µ = 0✱ x2 = 0 ❛❞♠❡t ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ xe = 0✳

✸✳ µ > 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x′ = µ + x2 ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ x > 0✱ ∀µ ∈ R✱

t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐

P♦rtr❛✐t ❞❡ ♣❤❛s❡

❙✐ ♦♥ ❢❛✐t t❡♥❞r❡ µ ✈❡rs 0✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ x1
e = −√−µ

✭st❛❜❧❡✮ ❡t ❡t x2
e =

√−µ ✭✐♥st❛❜❧❡✮ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❡t ♣♦✉r µ = 0✱ ✐❧s ❢✉s✐♦♥♥❡♥t ❡♥ ✉♥

♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ xe = 0 q✉✐ ❡st ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳



✸✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

▲❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♥♦❡✉❞❝♦❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❡t ❞✬✉♥ ❝♦❧ q✉✐ s✬❛♥♥✐❤✐❧❡♥t

❧✬✉♥ ❧✬❛✉tr❡✳

❋✐❣ ✷✳✷ ✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ◆♦❡✉❞✲❝♦❧✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✷ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ❧❡ s②sté♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠étr❡ µ ∈ R

{
x′ = f1(x, y, µ) = y
y′ = f2(x, y, µ) = x2 − y − µ

❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ s②sté♠❡ ❡t q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ ✈ér✐✜❡♥t ✿

{
f1(x, y, µ) = y = 0
f2(x, y, µ) = x2 − y − µ = 0

⇔
{

x2 = µ
y = 0

⇔





x = +
√
µ

x = −√
µ

y = 0

❉♦♥❝ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t

x01 = (+
√
µ, 0), x02 = (−√

µ, 0)

❖♥ ❛

Df(x,y,µ) = A = J(x, y, µ) =




∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y


 =

[
0 1
2x −1

]

tr(A) = −1, det(A) = −2x

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ x01 = (+
√
µ, 0)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

D(+
√
µ,0)f =

(
0 1

2
√
µ −1

)



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✸✸

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✈ér✐✜❡♥t ✿

det|A− λI| =
∣∣∣∣
−λ 1
2
√
µ −1− µ

∣∣∣∣ = 0 ⇔ λ2 + λ− 2
√
µ = 0

∆ = 1 + 8
√
µ

P♦✉r µ > 0 =⇒ ∆ > 0✳❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦ssé❞❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s

✭✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✮ ré❡❧❧❡s





λ1 =
tr(A) +

√
∆

2
=

−1 +
√
1 + 8

√
µ

2

λ2 =
tr(A)−

√
∆

2
=

−1−
√
1 + 8

√
µ

2

❖r

{
λ1 + λ2 = −1 < 0
λ1 × λ2 = −2

√
µ

♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ❞✐✛ér❡♥t✱❞✬♦ù x01 = (+
√
µ, 0) ❡st ❞✉ t②♣❡ ❝♦❧ q✉✐ ❡st

✐♥st❛❜❧❡✳P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐é♠❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ x02 = (−√
µ, 0)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

D(−
√
µ,0f =

(
0 1

−2
√
µ −1

)

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✈ér✐✜❡♥t ✿

det|A− λI| =
∣∣∣∣

−λ 1
−2

√
µ −1− λ

∣∣∣∣ = 0

⇔ λ2 + λ+ 2
√
µ = 0

∆ = 1− 8
√
µ

♦♥ ❞✐s❝✉t❡ tr♦✐s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆✳

✶✳ ∆ > 0 ⇔ 1− 8
√
µ > 0 ⇔ µ <

1

64
✱❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛❞♠❡t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s

ré❡❧❧❡s





λ1 =
tr(A) +

√
∆

2
=

−1 +
√

1− 8
√
µ

2

λ2 =
tr(A)−

√
∆

2
=

−1−
√

1− 8
√
µ

2
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❖r

{
λ1 + λ2 = −1 < 0
λ1 × λ2 = 2

√
µ

❞♦♥❝ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ ♥é❣❛t✐❢✱❞✬♦ù ❧❡ ♣♦✐♥t x02 ❡st ✉♥

♣♦✐♥t ♥♦❡✉❞ sr❛❜❧❡ ♣♦✉r 0 < µ <
1

64
✳

✷✳ ∆ = 0 ⇔ 1 − 8
√
µ = 0 ⇔ µ =

1

64
, λ1 = λ2 = −1

2
< 0✱❞♦♥❝ x02 ❡st ✉♥ ✧♥♦❡✉❞

st❛❜❧❡✧✳

✸✳ ∆ < 0 ⇔ 1− 8
√
µ < 0 ⇔ µ >

1

64
✱





λ1 =
−1 + ✐

√
∆

2
=

−1 + ✐
√

1− 8
√
µ

2

λ2 =
−1− ✐

√
∆

2
=

−1− ✐
√

1− 8
√
µ

2

❛✈❡❝

Re(λ1, λ2) = −1

2
< 0

❞♦♥❝ x02 ❡st ✉♥ ✧❢♦②❡r st❛❜❧❡✧ ♣♦✉r µ >
1

64
✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

f(x, y, µ) = 0 ⇔
{

f1(x, y, µ) = y = 0
f2(x, y, µ) = x2 − y − µ = 0

⇔ µ− x2 = 0

✷✳✸✳✸ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x′ = f(x, µ), avec x ∈ R, µ ∈ R

❡t f : R× R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ f(0, 0) = 0 ❀
∂f

∂x
(0, 0) = 0

✭❝✳à✳❞ q✉❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥✲❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✮ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ s✉♣♣♦s♦♥s

q✉✬♦♥ ❛
∂f

∂µ
(0, 0) = 0✱

∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0 ❡t

∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0 ✳



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✸✺

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

f(0, 0) = 0 et
∂f

∂x
(0, 0) = 0.

❆✉ss✐✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

∂f

∂µ
(0, 0) = 0

s✐♥♦♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✐r❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s

♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳

❋✐①♦♥s x = 0 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t

é❝r✐r❡

x′ = f(x, µ) = xF (x, µ)

♦ù

F (x, µ) =





f(x, µ)

x
pour x ̸= 0

∂f(0, µ)

∂x
pour x = 0

▲❡ ❝❛s ♦ù x = 0 ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ✿

∂f

∂x
(0, µ) = lim

x→0

f(x, µ)− f(0, µ)

x− 0

◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s✱ q✉❡

F (0, 0) = 0

∂F

∂x
(0, 0) =

∂2f

∂x2
(0, 0)

∂2F

∂x2
(0, 0) =

∂3f

∂x3
(0, 0)

❡t

∂F

∂µ
(0, 0) =

∂2f

∂x∂µ
(0, 0)

❈♦♠♠❡ x = 0 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ F ❞♦✐t ❞é✜♥✐r ❧✬❛✉tr❡ ❝♦✉r❜❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❞♦✐t

êtr❡ ✉♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❡①✐❣❡♦♥s

∂F

∂µ
(0, 0) ̸= 0.



✸✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

❆❧♦rs✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ µ(x)✱ s✳t✳ F (x, µ(x)) = 0

♣♦✉r ♣❡t✐t x✳ ◆♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ x = 0✱ ❡t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉✬❡❧❧❡

❡①✐st❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s x ✿

0 <

∣∣∣∣
dµ

dx
(0)

∣∣∣∣ < ∞. ✭✷✳✺✮

❊♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t 0 = F (x, µ(x))✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

dµ

dx
(0) = −

∂F

∂x
(0, 0)

∂F

∂µ
(0, 0)

♦✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t f ♥♦✉s ❛✈♦♥s

dµ

dx
(0) = −

∂2f

∂x2
(0, 0)

∂2f

∂x∂µ
(0, 0)

.

P♦✉r q✉❡ (2.5) s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t ✐❧ ❢❛✉t
∂2f

∂x∂µ
(0, 0) =

∂F

∂µ
(0, 0) ̸= 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐ ✱ ❡t

∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✸ ❙♦✐t

x′ = f(x, µ), avec x ∈ R, µ ∈ R

❡t f : R × R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ f(0, 0) = 0 ❀
∂f

∂x
(0, 0) = 0

✭❝✳à✳❞ q✉❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥✲❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✮
P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ à (x, µ) = (0, 0) ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✶✳
∂f

∂µ
(0, 0) = 0,

✷✳
∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0,

✸✳
∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0.



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✸✼

✷✳✸✳✹ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✹ s♦✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x′ = f(x, µ) = xg(x, µ)

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x = 0✱

µ = 0✱ ✈ér✐✜❛♥t g(0, 0) = 0✱
∂g

∂x
(0, 0) ̸= 0✱

∂g

∂µ
(0, 0) ̸= 0✳ ❆❧♦rs ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (0, 0)✱

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

η′ = ±µη ± η2

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✸ ▲❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

x′ = µx + x2, µ ∈ R

✶✳ µ < 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛❞♠❡t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ x1
e = 0 ❡t x2

e = −µ > 0

✭❛✮
∂f

∂x
(0, µ) = µ < 0 ❞♦♥❝ x1

e = 0 ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

✭❜✮
∂f

∂x
(0, −µ) = −µ > 0, x2

e = −µ ❡st ✐♥st❛❜❧❡

✷✳ µ = 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x′ = x2

❛❞♠❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ xe = 0

✸✳ µ > 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x′ = µx + x2

❛❞♠❡t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ x1
e = 0 ❡t x2

e = −µ < 0 ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ x1
e ❡st ✐♥st❛❜❧❡

❡t x2
e ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

P♦rtr❛✐t ❞❡ ♣❤❛s❡

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ♠❛✐s ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ µ = 0✳

❆ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ st❛❜❧❡ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ✐♥st❛❜❧❡ s❡ ❝r♦✐s❡♥t ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t

❧❡✉r st❛❜✐❧✐té✳



✸✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡ ✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

▲✬♦r✐❣✐♥❡✱ q✉✐ ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r µ < 0✱ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥✲ st❛❜❧❡ ♣♦✉r µ > 0✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ x2
e ♣❛ss❡ ❞✬✐♥st❛❜❧❡ à st❛❜❧❡✳

❋✐❣ ✷✳✸ ✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✸ tr❛♥s❝r✐t✐q✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳✶ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r f s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

f(0, 0) = 0,
∂f

∂x
(0, 0) = 0,

∂f

∂µ
(0, 0) = 0,

∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0,

∂2f

∂x2
(0, 0) ̸= 0,

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✹ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②sté♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠étr❡ µ ∈ R

{
x′ = f1(x, y, µ) = y
y′ = f2(x, y, µ) = µx− x2 − y



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✸✾

❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t x01 = (0, 0), x02 = (µ, 0) ❖♥ ❛

Df(x,y,µ) = A = J(x, y, µ) =




∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y


 =

[
0 1

µ− 2x −1

]

tr(A) = −1, det(A) = −µ+ 2x.

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ x01 = (0, 0)

D(0,0)f =

(
0 1
µ −1

)

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✈ér✐✜❡♥t

det|A− λI| =
∣∣∣∣

−λ 1
µ− 1− λ

∣∣∣∣ = 0

⇔ λ2 + λ− µ = 0

∆ = 1 + 4µ

❞♦♥❝ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s ❞✬❛♣rés ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t

✶✳ ∆ > 0 ⇔ 1 + 4µ > 0 ⇔ µ > −1

4
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ré❡❧❧❡s





λ1 =
tr(A) +

√
∆

2
=

−1 +
√
1 + 4µ

2

λ2 =
tr(A)−

√
∆

2
=

−1−√
1 + 4µ

2

❞❡ ♣❧✉s

{
λ1 + λ2 = −1 < 0
λ1 × λ2 = −µ

❛✉ss✐ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s

✭❛✮ ❙✐ λ1 × λ2 = −µ > 0 ⇔ µ < 0✱ ❞♦♥❝ λ1 < 0 ❡t λ2 < 0✱ ❞✬♦ù x01 = (0, 0) ❡st ✉♥

✧♥♦❡✉❞ st❛❜❧❡✧

✭❜✮ ❙✐ λ1×λ2 = −µ < 0 ⇔ µ > 0✱λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❞✬♦ù x01 = (0, 0)

❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✧❝♦❧ ♣♦✐♥t✧ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥st❛❜❧❡✳

✷✳ ∆ = 0 ⇔ 1 + 4µ = 0 ⇔ µ = −1

4
, λ1 = λ2 = −1

2
< 0✱ ❞♦♥❝ x01 = (0, 0) ❡st ✉♥

✧♥♦❡✉❞ st❛❜❧❡✧



✹✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

✸✳ ∆ < 0 ⇔ 1 + 4µ < 0 ⇔ µ < −1

4
❞♦♥❝

λ1 =
−1 + ✐

√
1 + 4µ

2

λ2 =
−1− ✐

√
1 + 4µ

2

❛✈❡❝ Re(λ1, λ2) < 0✱ ❞♦♥❝ x01 = (0, 0) ❡st ✉♥ ✧❢♦②❡r st❛❜❧❡✧✳

P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐é♠❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ x02 = (µ, 0) ✿

D(µ,0)f =

(
0 1
−µ −1

)

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✈ér✐✜❡♥t

det|A− λI| =
∣∣∣∣

−λ 1
µ− 1− λ

∣∣∣∣ = 0

⇔ λ2 + λ− µ = 0

∆ = 1− 4µ

❞♦♥❝ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t

✭❛✮ ∆ > 0 ⇔ 1− 4µ > 0 ⇔ µ <
1

4
✱♦♥ ❛





λ1 =
tr(A) +

√
∆

2
=

−1 +
√
1− 4µ

2

λ2 =
tr(A)−

√
∆

2
=

−1−√
1− 4µ

2

❞❡ ♣❧✉s

{
λ1 + λ2 = −1 < 0
λ1 × λ2 = µ

❛✉ss✐ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s

✐✳ ❙✐ λ1 × λ2 = µ > 0 =⇒ 0 < µ <
1

4
=⇒ λ1 < 0 ❡t λ2 < 0✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✧♥♦❡✉❞

st❛❜❧❡✧

✐✐✳ ❙✐ λ1 × λ2 = µ < 0 =⇒ µ < 0 =⇒ λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ♦♥ ❛

❞♦♥❝ ✉♥ ✧♣♦✐♥t ❝♦❧✧ ✐♥st❛❜❧❡✳

✭❜✮ ∆ = 0 ⇔ 1 + −4µ = 0 ⇔ µ =
1

4
, λ1 = λ2 = −1

2
< 0✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ✉♥ ✧♥♦❡✉❞

st❛❜❧❡✧



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✹✶

✭❝✮ ∆ < 0 ⇔ 1− 4µ < 0 ⇔ µ >
1

4
✱

λ1 =
−1 + ✐

√
1− 4µ

2

λ2 =
−1− ✐

√
1− 4µ

2

❛✈❡❝ Re(λ1, λ2) < 0✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✧❢♦②❡r st❛❜❧❡✧✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

f(x, y, µ) = 0 ⇔
{

y = 0
µx− x2 − y = 0

⇔ x(x− µ) = 0

✷✳✸✳✺ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r❝❤❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x′ = f(x, µ), avec x ∈ R, µ ∈ R

❡t f : R× R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ f(0, 0) = 0 ❀
∂f

∂x
(0, 0) = 0

✭❝✳à✳❞ q✉❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥✲❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✮ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥

❛
∂f

∂µ
(0, 0) = 0✱

∂2f

∂x2
(0, 0) = 0✱

∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0 ❡t

∂3f

∂x3
(0, 0) ̸= 0.

P❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣♠❡♥t ❧✐♠✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

f(x, µ) = f(0, 0)+x
∂f

∂x
(0, 0)+µ

∂f

∂µ
(0, 0)+xµ

∂2f

∂x∂µ
(0, 0)+x2∂

2f

∂x2
(0, 0)+x3∂

3f

∂x3
(0, 0)+...

= x3∂
3f

∂x3
(0, 0) + xµ

∂2f

∂x∂µ
(0, 0).

P♦s♦♥s

A =
∂3f

∂x3
(0, 0) ̸= 0

B =
∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0

♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

x′ = Ax3 +Bxµ

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

f(0, 0) = 0



✹✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

∂f

∂x
(0, 0) = 0.

❆✉ss✐✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

∂f

∂µ
(0, 0) = 0

s✐♥♦♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✐r❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s

♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳

❋✐①♦♥s x = 0 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t

é❝r✐r❡

x′ = f(x, µ) = xF (x, µ)

♦ù

F (x, µ) =





f(x, µ)

x
pour x ̸= 0

∂f(0, µ)

∂x
pour x = 0

▲❡ ❝❛s ♦ù x = 0 ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ✿

∂f

∂x
(0, µ) = lim

x→0

f(x, µ)− f(0, µ)

x− 0

◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s✱ q✉❡

F (0, 0) = 0

∂F

∂x
(0, 0) =

∂2f

∂x2
(0, 0) = 0

∂2F

∂x2
(0, 0) =

∂3f

∂x3
(0, 0)

❡t

∂F

∂µ
(0, 0) =

∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0

❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♣rés❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s à F ✿ ▼♦♥tr♦♥s

q✉❡
dµ

dx
(0) = 0 ❡t

d2µ

dx2
(0) ̸= 0

∂F

∂x
(x, µ(x)) = 0 =

∂F

∂x
(x, µ(x)) +

∂F

∂µ
(x, µ(x))

dµ

dx
(x)



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✹✸

r❡♠♣❧❛ç♦♥s x ♣❛r 0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

dµ

dx
(0) = −

∂F

∂x
(0, 0)

∂F

∂µ
(0, 0)

= −
∂2f

∂x2
(0, 0)

∂2f

∂x∂µ
(0, 0)

= 0

❝✳à✳❞ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❡st t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ µ = 0 ❡♥ x = 0

❝❛❧❝✉❧♦♥s
d2µ

dx2
(0)

∂F

∂x
(x, µ(x)) = 0 ⇒ ∂2F

∂x2
(x, µ(x)) = 0

0 =
∂2F

∂x2
(x, µ(x)) +

∂2F

∂x∂µ
(x, µ(x))

dµ

dx
(x) +

∂

∂x
(
∂F

∂µ
(x, µ(x))

dµ

dx
(x))

0 =
∂2F

∂x2
(x, µ(x)) + 2

∂2F

∂x∂µ
(x, µ(x))

dµ

dx
(x) +

∂F

∂µ
(x, µ(x))

d2µ

dx2
(x) +

∂2F

∂µ2
(x, µ(x))

dµ

dx
(x)

❊♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t 0 = F (x, µ(x))✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

d2µ

dx2
(0) = −

∂2F

∂x2
(0, 0)

∂F

∂µ
(0, 0)

̸= 0

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✺ ❙♦✐t

x′ = f(x, µ), avec x ∈ R, µ ∈ R

❡t f : R × R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ f(0, 0) = 0 ❀
∂f

∂x
(0, 0) = 0

✭❝✳à✳❞ q✉❡ (0, 0) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥✲❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✮
P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉r❝❤❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ à (x, µ) = (0, 0)✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r ❀

✶✳
∂f

∂µ
(0, 0) ̸= 0,

✷✳
∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0

✸✳
∂3f

∂x3
(0, 0) ̸= 0



✹✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

✷✳✸✳✻ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r❝❤❡ ✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✻ s♦✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x′ = f(x, µ)

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x = 0✱
µ = 0✱ ✈ér✐✜❛♥t

✶✳ f(0, 0) = 0✱

✷✳
∂f

∂x
(0, 0) = 0✱

✸✳
∂f

∂µ
(0, 0) = 0✱

✹✳
∂2f

∂x2
(0, 0) = 0✱

✺✳
∂2f

∂x∂µ
(0, 0) ̸= 0✱

✻✳
∂3f

∂x3
(0, 0) ̸= 0.

❆❧♦rs ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (0, 0)✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

η′ = η(±µ± η2)

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r❝❤❡

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✺ ▲❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r❝❤❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

x′ = −x3 = x(µ− x2), µ ∈ R

✶✳ µ < 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛❞♠❡t ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ xe = 0 ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t

st❛❜❧❡✳

✷✳ µ = 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t x′ = x2 ❛❞♠❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♥♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ xe = 0

❝❡♣❡♥❞❛♥t s✐ x > 0✱ ❛❧♦rs x′ < 0 ❡t s✐ x < 0✱ ❛❧♦rs x′ > 0✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

✸✳ µ > 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x′ = µx − x3 ❛❞♠❡t tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ x1
e = 0, x2

e = −√
c ❡t

x3
e =

√
µ✳ ▲❡ ♣♦✐♥t x1

e = 0 ❡st ✐♥st❛❜❧❡ ❡t x2
e = −√

µ, x3
e =

√
µ s♦♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡s✳

x′ = x(x −√
µ)(x +

√
µ)



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✹✺

P♦rtr❛✐t ❞❡ ♣❤❛s❡

❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r❝❤❡ ✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

❈❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ µ = 0✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ✉♥ à tr♦✐s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐✲ ❧✐❜r❡ s✐t✉é à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ q✉✐ ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r

µ < 0✱ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ♣♦✉r µ > 0 ❡♥ s✬❡♥t♦✉r❛♥t ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐✲ ❧✐❜r❡ st❛❜❧❡s ±√
µ

❋✐❣ ✷✳✹ ✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r❝❤❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✻ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②sté♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠étr❡ µ ∈ R

{
x′ = f1(x, y, µ) = y
y′ = f2(x, y, µ) = µx− x3 − y



✹✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ✈ér✐✜❡♥t

{
x′ = y = 0
y′ = µx− x3 − y = 0

⇔





x = 0
x =

√
µ

x = −√
µ

y = 0

❉♦♥❝ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t

x01 = (0, 0), x02 = (
√
µ, 0), x03 = (−√

µ, 0)

❖♥ ❛

Df(x,y,µ) = A = J(x, y, µ) =




∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y


 =

[
0 1

µ− 3x2 −1

]

tr(A) = −1, det(A) = −µ+ 3x2.

P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ x01 = (0, 0)

D(0,0)f =

(
0 1
µ −1

)

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✈ér✐✜❡♥t

det|A− λI| =
∣∣∣∣

−λ 1
µ− 1− λ

∣∣∣∣ = 0

⇔ λ2 + λ− µ = 0

∆ = 1 + 4µ

❞♦♥❝ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t

✶✳ ∆ > 0 ⇔ 1 + 4µ > 0 ⇔ µ > −1

4
✱♦♥ ❛





λ1 =
tr(A) +

√
∆

2
=

−1 +
√
1 + 4µ

2

λ2 =
tr(A)−

√
∆

2
=

−1−√
1 + 4µ

2

❞❡ ♣❧✉s

{
λ1 + λ2 = −1 < 0
λ1 × λ2 = −µ

❛✉ss✐ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s



✷✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✹✼

✭❛✮ ❙✐ λ1 × λ2 = −µ > 0 ⇔ µ < 0✱ ❞♦♥❝ λ1 < 0 ❡t λ2 < 0✱ ❞✬♦ù x01 = (0, 0) ❡st ✉♥

✧♥♦❡✉❞ st❛❜❧❡✧

✭❜✮ ❙✐ λ1 × λ2 = −µ < 0 ⇔ µ > 0✱λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❞✬♦ù x01 = (0, 0)

❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦❧ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥st❛❜❧❡✳

✷✳ ∆ = 0 ⇔ 1 + 4µ = 0 ⇔ µ = −1

4
, λ1 = λ2 = −1

2
< 0✱ ❞♦♥❝ x01 = (0, 0) ❡st ✉♥ ✧♥♦❡✉❞

st❛❜❧❡✧

✸✳ ∆ < 0 ⇔ 1 + 4µ < 0 ⇔ µ < −1

4
✱

λ1 =
−1 + ✐

√
1 + 4µ

2

λ2 =
−1− ✐

√
1 + 4µ

2

❛✈❡❝ Re(λ1, λ2) < 0✱ x01 = (0, 0) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✧❢♦②❡r st❛❜❧❡✧✳

P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐é♠❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ x02 = (µ, 0) ✿

D(
√
µ,0)f =

(
0 1

−2µ −1

)

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✈ér✐✜❡♥t

det|A− λI| =
∣∣∣∣

−λ 1
−2µ− 1− λ

∣∣∣∣ = 0

⇔ λ2 + λ+ 2µ = 0

∆ = 1− 8µ

❞♦♥❝ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t

✶✳ ∆ > 0 ⇔ 1− 8µ > 0 ⇔ µ <
1

8
✱ ♦♥ ❛





λ1 =
tr(A) +

√
∆

2
=

−1 +
√
1− 8µ

2

λ2 =
tr(A)−

√
∆

2
=

−1−√
1− 8µ

2

❞❡ ♣❧✉s

{
λ1 + λ2 = −1 < 0
λ1 × λ2 = 2µ

✐❧ ② ❛ ✉♥ s❡✉❧ ❝❛s

✲ ❙✐ λ1 × λ2 = 2µ > 0 ⇔ λ1 < 0 ❡t λ2 < 0✱ x02 = (
√
µ, 0) ❡st ✉♥ ✧♥♦❡✉❞ st❛❜❧❡✧



✹✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

✷✳ ∆ = 0 ⇔ 1 − 8µ = 0 ⇔ µ =
1

8
, λ1 = λ2 = −1

2
< 0✱ ❞♦♥❝ x01 = (0, 0) ❡st ✉♥ ✧♥♦❡✉❞

st❛❜❧❡✧

✸✳ ∆ < 0 ⇔ 1− 8µ < 0 ⇔ µ >
1

8
✱

λ1 =
−1 + ✐

√
1− 8µ

2

λ2 =
−1− ✐

√
1− 8µ

2

❛✈❡❝ Re(λ1, λ2) < 0, x02 = (
√
µ, 0) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✧❢♦②❡r st❛❜❧❡✧✳

P♦✉r ❧❡ tr♦✐s✐é♠❡ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ x03 = (−√
µ, 0) ✿

D(−
√
µ,0)f =

(
0 1

−2µ −1

)

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✈ér✐✜❡♥t

det|A− λI| =
∣∣∣∣

−λ 1
−2µ− 1− λ

∣∣∣∣ = 0

⇔ λ2 + λ+ 2µ = 0

∆ = 1− 8µ

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ x02✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣♦✐♥t x03 ❡st s②♠étr✐q✉❡ à
x02✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x(µ− x2) = 0

✷✳✸✳✼ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❤②stérés✐s

❙♦✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

✭✶✮ x′ = µ+ x− x3

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

x′ = µ+ f(x, 0)

❛✈❡❝ f(x, 0) = x− x3✳

▲❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ f(x, 0) = x − x3 ❡t ❧❛

❞r♦✐t❡ x = −µ



✷✳✹ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛rt♠❛♥♥✲●r♦ÿ♠❛♥ ✹✾

✶✳ s✐ µ >
2

3

√
3✱ ✭✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐✲ ❧✐❜r❡ ✉♥✐q✉❡ ❆❙✳

✷✳ s✐ −2

3

√
3 < µ <

2

3

√
3✱ ✭✶✮ ❛❞ ♠❡t ✸ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✐♥st❛❜❧❡

❡♥t♦✉ré ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❆❙✳

✸✳ s✐ µ < −2

3

√
3✱ ✭✶✮ ❛❞♠❡t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✉♥✐q✉❡ ❆❙✳

❈②❝❧❡ ❞✬❤②stérés✐s

P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ µ = ±2

3

√
3✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛ss❡ ♣❛ss❡

❞❡ ✉♥ à tr♦✐s ❡t à ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣❛ss❡ à ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳

✷✳✸✳✽ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢

▲❡ ❜✐❢✉r❝❛✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❞✬✉♥

♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣❛r❛♠étr❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ µ∗✳ ❈❡❝✐ s❛ ♣r♦❞✉✐t

q✉❛♥❞ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞✉ s②sté♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡✲

✈✐❡♥♥❡♥t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ♣✉r❡s✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ♣♦✉r ❧❡s s②sté♠❡s

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ⩾ 2✳

P♦✉r ✉♥ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❡♥ é❧❡❝tr♥✐q

✷✳✹ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛rt♠❛♥♥✲●r♦ÿ♠❛♥

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r♦✉✈é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❛♥t ♣❛r ❍❛rt♠❛♥♥ ❡♥ ✶✾✻✵ ❡t ❞❡ ●r♦ÿ♠❛♥ ❡♥ ✶✾✺✾✱

♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣rès ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛ q✉❛❧✐✲

t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ q✉✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ J ❞✉ s②stè♠❡ (2.1) ❛❞♠❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛✈❡❝ ♣❛rt✐❡

ré❡❧❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

✷✳✹✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇❡♥❞✐①s♦♥ ❬❙tr✾✹❪

❊♥s❡♠❜❧❡s ω✲ ❧✐♠✐t❡ ❡t α− limite

❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ (2.1) ❛✈❡❝ f ∈ Cr(U ⊂ R
2)✱ r > 1 ✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ϕt(.) ❧❡ ✢♦t ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t✳



✺✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ✶✳ q ∈ R
2 ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ♣♦✐♥t ω− ❧✐♠✐t❡ ❞❡ p ∈ R

2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ (tn)n✱ tn → +∞ t❡❧ q✉❡ ϕtn(p) → q✳

✷✳ q ∈ R
2 ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ♣♦✐♥t α−❧✐♠✐t❡ ❞❡ p ∈ R

2sietseulementsiilexiste ✭tn)n✱
tn → −∞ t❡❧ q✉❡ ϕtn(p) → q✳

◆♦t❛t✐♦♥

ω(p) = ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ω− ❧✐♠✐t❡ ❞❡ p✳

α(p) = ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts α− ❧✐♠✐t❡ ❞❡ p✳

❚❤é♦rè♠❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇❡♥❞✐①s♦♥

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ω− ❧✐♠✐t❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞✉ s②stè♠❡ (2.1)✱ q✉✐ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ s✐ ♦♥ s✉✐t ✉♥❡
❝♦✉r❜❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ♣❛ss❡r
q✉❡ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ✿

✶✳ ♦♥ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳

✷✳ ♦♥ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳

✷✳✺ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

✷✳✺✳✶ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❇❡♥❞✐①s♦♥

❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ (2.1) ❛✈❡❝ f ∈ C1(U ⊂ R
2)✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ϕt(.) ❧❡ ✢♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✶ [✶✺] ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ U ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R

2 ✳
❙✐ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ divf ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❡t ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡
s②stè♠❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s U ✳
❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐s♦❧❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡s✲q✉❡❧❧❡s

✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦r❜✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✶ [✶] ❙✐ divf = 0✱ ❧❡ ✢♦t ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✳✷ ❯♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❧✬ét❛t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❛ttr❛❝t❡✉r ✿ ♣♦✐♥t ❧✐♠✐t❡✮

♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ✭❛ttr❛❝t❡✉r ✿ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✮ ♣❛r ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡

❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳



✷✳✺ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✺✶

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶ [✶✺] ❯♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✳

■❧ r❡✢èt❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ [✷✼] ❯♥❡ ♦r❜✐t❡ ❤♦♠♦❝❧✐♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ (2.1) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✱
q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧♦rsq✉❡ t → ±∞✳



✺✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

✷✳✻ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ P♦✐♥❝❛ré✲❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳✶ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ [✹] ❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐✲
✈❛♥t ✿

(2.2)

{
x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y)

µ ∈ R

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (xe(µ), ye(µ))✳ ❙♦✐t
J(xe(µ), ye(µ)) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❡t s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

λ1,2 = a(µ)± ib(µ)

❛✈❡❝ a(µ) = ℜ(λ1,2) ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t b(µ) = ℑ(λ1,2) ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳ ❙♦✐t µ∗ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ µ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛





a(µ∗) = 0, b(µ∗) ̸= 0
∂a(µ∗)

∂µ
̸= 0

❆❧♦rs✱ s✐
∂a(µ∗)

∂µ
> 0✱ tr♦✐s ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✶✳ ▲♦rsq✉❡ µ = µ∗✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ (xe(µ
∗), ye(µ

∗)) ✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (xe(µ

∗), ye(µ
∗)) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ❞❡s ❝❡♥tr❡s✳

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞é❣é♥éré❡

✷✳ ▲♦rsq✉❡ µ = µ∗✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (xe(µ
∗), ye(µ

∗)) ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱
❡t ∃ µ̃ > µ∗ / ∀µ ✈ér✐✜❛♥t µ∗ < µ < µ̃ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ (xe(µ

∗), ye(µ
∗)) q✉✐

❡st ✐♥st❛❜❧❡✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à

√
µ− µ∗ ✳

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ s✉♣❡r✲❝r✐t✐q✉❡

✸✳ ▲♦rsq✉❡ µ = µ∗✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (xe(µ
∗), ye(µ

∗)) ❡st ✐♥st❛❜❧❡✱ ❡t ∃ µ̃ > µ∗ /
∀µ ✈ér✐✜❛♥t µ̃ < µ < µ∗ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ (xe(µ

∗), y∗(µ∗)) q✉✐ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐✲
q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥st❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡
à
√
µ− µ∗✳

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡

❞❡ ♣❧✉s✱ s♦✐t µ1 ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ▼❆❘❙❉❊◆✲▼❈❈❘❆❈❑❊◆ t❡❧ q✉❡ ✿

c1 =
1

16ℑ(λ1,2)(rµ)(
−∂2F

∂x2

∂2G

∂x2
+

∂2F

∂x2

∂2F

∂x∂y
− ∂2G

∂x2

∂2G

∂x∂y
− ∂2G

∂y2
∂2G

∂x∂y
+

∂2F

∂y2
∂2F

∂x∂y
+

∂2F

∂y2
∂2G

∂y2
+

∂3F

∂x3

)

✰

(
∂3F

∂x∂y2
+

∂3G

∂x2∂y
+

∂3G

∂y3

)

♦ù ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F̂ ❡t Ĝ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
F ❡t G r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ✭♦✉ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞❡ ❜❛s❡✮ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F̂ ❡t Ĝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳



✷✳✻ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ P♦✐♥❝❛ré✲❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ✺✸

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡

P✲❆✲❍✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❬✽❪ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ c1 ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r

❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s✳

c1 < 0 ✄ c1 > 0
∂ℜ(λ1,2)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µc

< 0
µ < µc ❡q✳✐♥st✳❡t ♦r❜✳♣❡r✳st✳
µ > µc ❡q✳st✳❡t ♣❛s ♦r❜✳♣❡r✳

µ < µc ❡q✳✐♥st✳❡t ♣❛s ♦r❜✳♣❡r✳st✳
µ > µc ❡q✳st✳❡t ♣❛s ♦r❜✳♣❡r✳

∂ℜ(λ1,2)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µc

> 0
µ < µc ❡q✳st✳❡t ♣❛s ♦r❜✳♣❡r✳
µ > µc ❡q✳✐♥st✳❡t ♦r❜✳♣❡r✳st✳

µ < µc ❡q✳st✳❡t ♣❛s ♦r❜✳♣❡r✳
µ > µc ❡q✳✐♥st✳❡t ♣❛s ♦r❜✳♣❡r✳

❡q ✿ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♦r❜ ✿ ♦r❜✐t❡✱ ♣❡r ✿ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱st ✿ st❛❜❧❡✱ ✐♥st ✿ ✐♥st❛❜❧❡✱

❋✐❣ ✷✳✺ ✿ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✲❝r✐t✐q✉❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✳✶ ✭❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞é❣é♥éré❡✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❱❛♥ ❉❡r

P♦❧

x” + µ(x2 − 1) = x′ + x = 0.

❖♥ ♣❡✉t ❞✬é❝r✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❱❛♥ ❉❡r P♦❧ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s②sté♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{
x′ = y,
y′ = −x+ µ(1− x2)y.

▲❡ s②sté♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❡♥ ✭✵✱✵✮ ❡st

{
x′ = y,
y′ = −x+ µy.



✺✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s✉sté♠❡ ❝❛❝✉❧é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ✿

Jf (0, 0) =

(
0 1
−1 µ

)

❖♥ ❛ ✿

P (λ) =

∣∣∣∣
λ 1
−1 λ− µ

∣∣∣∣ = −λ(µ− λ) + 1

= −λµ+ λ2 + 1.

❞♦♥❝ s✐

µ ∈ ]−2, 2[

❆❧♦rs

∆ = µ2 − 4 < 0.

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❡t é❣❛❧❡s à

λ1,2 =
µ

2
± ✐

√
4− µ2

2
.

✶✳ sign(ω) = sign(
∂g

∂µ
|µ=0(0, 0)) = −1, ω = −1✳

✷✳
dα(µ)

dµ
|µ=0 =

1

2
= d > 0✳

✸✳ c1 = 0✳ P✉✐sq✉❡ c1 = 0 ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ c1 ̸= 0 ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜❛✐t✱ ♦♥ ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s

q✉❡ ❧❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡st ❞é❣é♥éré❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✳✷ ✭❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ s✉r✲❝r✐t✐q✉❡✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②sté♠❡ ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿





dx

dt
= µx− y − x(x2 + y2),

dy

dt
= x+ µy − y(x2 + y2).

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭✵✱✵✮ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②sté♠❡✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ s②sté♠❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ✿

J =

(
µ −1
1 µ

)

❖♥ ❛

PJ(λ) =

∣∣∣∣
λ− µ −1
1 λ− µ

∣∣∣∣ = (λ− µ)2 + 1.

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❡t é❣❛❧❡s à λ1,2 = µ± ✐



✷✳✻ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ P♦✐♥❝❛ré✲❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ✺✺

✶✳ sgn(ω) = sgn(
∂gµ
∂x

|µ=0(0, 0)) = 1, ω = 1✳

✷✳
dα(µ)

dµ
|µ=0 = 1 = d > 0✳

✸✳ c1 =
1

16
[fxxx+fxyy+gxxy+gyyy]+

1

16
[(fxy(fxx+fyy)−gxy(gxx+gyy))−fxxgxx+fyygyy]

fxxx =
∂3f

∂x3
|µ=0(0, 0) = −6✱

fxyy =
∂3f

∂x∂y2
|µ=0(0, 0) = −2

gxxy =
∂3g

∂x2∂y
|µ=0(0, 0) = −2

gyyy =
∂3g

∂y3
|µ=0(0, 0) = −6✳

❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❛ ♦♥ ♦❜t❡♥♦♥s ✿ a =
1

16
[−6− 2− 2− 6] = −1✳

✶✳ P✉✐s q✉❡ c1d = −1.1 = −1 < 0 =⇒ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r µ > 0✳

✷✳ P✉✐s q✉❡ d = 1 > 0✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭✵✱✵✮ ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r µ < 0 ❡t ✐♥st❛❜❧❡ ♣♦✉r

µ > 0✳

✸✳ P✉✐s q✉❡ c1 = −1 < 0 ❛❧♦rs ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡st s✉♣❡r ❝r✐t✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦r❜✐t❡

♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st st❛❜❧❡✳

✹✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
√
µ

✺✳ ▲❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té T = 2π✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✳✸ ✭❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡✳✮ ❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ s②s✲

té♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿





dx

dt
= µx− y + x(x2 + y2),

dy

dt
= x+ µy + y(x2 + y2).

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭✵✱✵✮ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②sté♠❡✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ s②sté♠❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ✿

J =

(
µ −1
1 µ

)

❖♥ ❛

PJ(λ) =

∣∣∣∣
λ− µ −1
1 λ− µ

∣∣∣∣ = (λ− µ)2 + 1.

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❡t é❣❛❧❡s à λ1,2 = µ± ✐



✺✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

✶✳ sgn(ω) = sgn(
∂gµ
∂x

|µ=0(0, 0)) = 1, ω = 1✳

✷✳
dα(µ)

dµ
|µ=0 = 1 = d > 0✳

✸✳ c1 =
1

16
[fxxx+fxyy+gxxy+gyyy]+

1

16
[(fxy(fxx+fyy)−gxy(gxx+gyy))−fxxgxx+fyygyy]

fxxx =
∂3f

∂x3
|µ=0(0, 0) = 6✱

fxyy =
∂3f

∂x∂y2
|µ=0(0, 0) = 2

gxxy =
∂3g

∂x2∂y
|µ=0(0, 0) = 2

gyyy =
∂3g

∂y3
|µ=0(0, 0) = 6✳

❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❛ ♦♥ ♦❜t❡♥♦♥s ✿ c1 =
1

16
[6 + 2 + 2 + 6] = 1✳

✶✳ P✉✐s q✉❡ c1d = 1.1 = 1 > 0 =⇒ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r µ < 0✳

✷✳ P✉✐s q✉❡ d = 1 > 0✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭✵✱✵✮ ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r µ < 0 ❡t ✐♥st❛❜❧❡ ♣♦✉r

µ > 0✳

✸✳ P✉✐s q✉❡ a = 1 > 0 ❛❧♦rs ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❡st s♦✉s✲❝r✐t✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦r❜✐t❡

♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡✳

✹✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
√
µ

✺✳ ▲❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té T = 2π✳



✸
❈❤❛♣✐tr❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲

❘♦s❡✲✷❉

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✸✳✷ P❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ◆❡✉r♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✷✳✶ ▲❡ ♥❡✉r♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✸✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés é❧❡❝tr✐q✉❡s ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✸✳✷✳✸ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♣♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✷✳✹ ▲❡ st✐♠✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✷✳✺ ▲❡s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✸✳✷✳✻ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✸ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍■◆❉▼❆❘❙❍✲❘❖❙❊ ✲✷❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸✳✸✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✹ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✸✳✺ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ P♦✐♥❝❛ré✲❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✸✳✻ ❙t❛❜✐❧✐té ✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ✳ ✼✵

✺✼



✺✽ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡✲✷❉

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ❛ été

♣r♦♣♦sé ❡♥ ✶✾✽✹ ♣❛r ❏✳▲✳❍✐♥❞♠❛rs❤ ❡t ❘✳▼✳❘♦s❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞é❝♦✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥

❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❋✐t③❤✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦ [✽]✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s

❞✉ s②stè♠❡ à q✉❛tr❡ éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ❬[✶✽] ❡t [✶✹]❪✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❝t✐✈✐té ♥❡✉r♦♥❛❧❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ✈✐s❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬é❝❧❛t❡✲

♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥

s❡✉❧ ♥❡✉r♦♥❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ ✭❍❘✮ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❡t

s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st r❡t✐ré ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ré❡❧✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣❧✉s

s✐♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❍❘ ❡st ♣ré❝✐s ♣♦✉r ❧❡s

♥❡✉r♦♥❡s ♦❜s❡r✈és ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ❛ été ❝réé ♣♦✉r s✉✐✈r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬é❝❧❛t❡♠❡♥t

♦❜s❡r✈é❡ ❝❤❡③ ❧❡s ♠♦❧❧✉sq✉❡s [✶✷]✳ ❉❡s ✈❡rs✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞✐s❝rèt❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été

❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ st♦♠❛t♦❣❛str✐q✉❡ ❞❡s ❝r✉st❛❝és ♦ù ✉♥ ❞❡❣ré

é❧❡✈é ❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❛ été ♦❜s❡r✈é [✺]✳ ▲❡s ✈❡rs✐♦♥s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♦♥t ♠ê♠❡ r❡♠♣❧❛❝é ❧❡s

♥❡✉r♦♥❡s r❡t✐rés ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✬✉♥ ❤♦♠❛r❞ ✈✐✈❛♥t ❡t ♦♥t r❡st❛✉ré ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té [✸✵]✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡❞ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥

s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

{
x′ = y − x3 + ax2 + I

y′ = 1− dx2 − y
✭✸✳✶✮

♦ù✱

x ✿ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳

y ✿ ❧❡ ✢✉① ❞✬✐♦♥s à tr❛✈❡rs ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳

I ✿ ❡st ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ♦✉ st✐♠✉❧✉s ❡①t❡r♥❡ ❛♣♣❧✐q✉é✱ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ♣r✐s

❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ x(t)✱ q✉✐ ❡st é❝r✐t ❡♥ ✉♥✐tés s❛♥s

❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ y(t) ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡s ✐♦♥s à tr❛✈❡rs ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ à tr❛✈❡rs

❧❡s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s✳ ▲❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡s ✐♦♥s s♦❞✐✉♠ Na+ ❡t ♣♦t❛ss✐✉♠ K+ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❞❡s

❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s r❛♣✐❞❡s ❡t s❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r y(t)✱ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡

♣♦✐♥t❡✳



✸✳✷ P❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ◆❡✉r♦♥❡s ✺✾

✸✳✷ P❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ◆❡✉r♦♥❡s

✸✳✷✳✶ ▲❡ ♥❡✉r♦♥❡

▲❡ ♥❡✉r♦♥❡ ♦✉ ❝❡❧❧✉❧❡ ♥❡r✈❡✉s❡ ❡st ❧✬✉♥✐té ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡r✈❡✉① ❝♦♥st✐t✉é

❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ ✹µ♠ à ✶✸✵µ♠✱ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ♣❛r

❞❡s ❞❡♥❞r✐t❡s ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ♣❛r ✉♥ ❛①♦♥❡✱ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ♣r♦❧♦♥❣é ♣❛r ❞❡s t❡r♠✐♥❛✐s♦♥s

❛①♦♥❛❧❡s ❀ ■❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✶✮ ✭ ❬✷✶❪✱ ❬✹❪✮✳

❋✐❣ ✸✳✶ ✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❬✹❪✳

❈♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s

❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②t♦♣❧❛s♠❡✱ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡t ✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❧❛s♠✐q✉❡✳

▲❡ ❝②t♦♣❧❛s♠❡ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ♦r❣❛♥✐t❡s✱ ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛

♠❡♠❜r❛♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✭ ❬✼❪✱ ❬✹❪✮✳

▲❡ ♥♦②❛✉ s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❡♥✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡✱

♣❡r❢♦ré❡ ❞❡ tr♦✉s ✿ ❧❡s ♣♦r❡s ♥✉❝❧é❛✐r❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝②✲

t♦♣❧❛s♠❡✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡ ✭ ❬✼❪✱ ❬✹❪✮✳

▲❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ♦✉ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❧❛s♠✐q✉❡✱ ❞é❧✐♠✐t❡ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s

❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡✳ ✭ ❬✹❪✱ ❬✼❪✮✳

❋✐❣ ✸✳✷ ✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡

❧✐♣✐❞✐q✉❡ ❬✹❪



✻✵ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡✲✷❉

▲❡s ❞❡♥❞r✐t❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞✉ ❝♦r♣s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ❥♦♥❝✲

t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t r❡☛❝✉❡s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❡♠✲

❜r❛♥❛✐r❡✳

▲✬❛①♦♥❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦r♣s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ❞♦♥♥❛♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s

❝♦❧❧❛tér❛❧❡s✱ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ❞❡ ♣❡t✐ts r❡♥✢ ❡♠❡♥ts ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭♥❡r✈❡✉s❡ ♦✉

♠✉s❝✉❧❛✐r❡✮✳

▲✬❡s♣❛❝❡ s②♥❛♣t✐q✉❡ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ s✐t✉é ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❞❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡r✲
✈❡✉s❡s✳

▲❛ s②♥❛♣s❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ s②♥❛♣t✐q✉❡✳ ❈✬❡st

❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r q✉❡ s❡ ❢❛✐t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧✬✐♥✢ ✉① ♥❡r✈❡✉① ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ✭❬✷✹❪✱

❬✼❪✱ ❬✷❪✱ ❬✹❪✮ ✮✳

✸✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés é❧❡❝tr✐q✉❡s ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡

❉❡ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ✑♠❡ss❛❣❡r✐❡✑✳ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s

❞♦♥♥és ♦✉ r❡ç✉s s♦♥t tr❛♥s♣♦rtés ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ✐♥✢✉① ♥❡r✈❡✉①✳

❧❡s s❝✐❡♥t✐✜ q✉❡s ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ♥❡r✈❡✉① s♣♦♥t❛♥é ❡st ❧❡ ❢❛✐t

q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♠✉s❝✉❧❛✐r❡ s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ♥❡r❢s ❡t ❧❡s

♠✉s❝❧❡s ❡♥ ❛❝t✐✈✐té ❞♦♥♥❡♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞❡s s✐❣♥❛✉① é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡r✈❡✉s❡

ét❛✐t ❞❡ ♥❛t✉r❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭❬✶✶❪✱ ❬✷❪✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢ ✉① ♥❡r✈❡✉①

❡t ❞❡ s♦♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t

❝❤✐♠✐q✉❡s q✉✐ ❧❛ ♣r♦✈♦q✉❡♥t✳ ▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s ✭❝❡❧❧✉❧❡s ❡①❝✐t❛❜❧❡s✮ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s

♥❡r✈❡✉s❡s ❡♥ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ st✐♠✉❧✉s✳

❈❡t ✐♥✢✉① ♣r❡♥❞ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥❡✉r♦♥❡s ✭❬✹❪✮✳



✸✳✷ P❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ◆❡✉r♦♥❡s ✻✶

✸✳✷✳✸ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♣♦s

❉❛♥s ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡✱ ❧❡s ✐♦♥s s♦❞✐✉♠ Na+ ❡t ❧❡s ✐♦♥s ♣♦t❛ss✐✉♠ K+ s♦♥t ❝❤❛r❣és ♣♦s✐✲

t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬✐♦♥ ❝❤❧♦r❡ Cl− ❡st ❝❤❛r❣é ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t

❞❡ ♥é❣❛t✐✈✐té ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✑♣♦❧❛r✐té ✑ ✭❬✷✸❪✮✳

▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ✭✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡t ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✮ ❞❡

❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡t ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♦♥s ❞✐✛èr❡ ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡

♣❧❛s♠✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ♦✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧

❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ▲❡s ✐♦♥s ♣♦t❛ss✐✉♠ K+ s♦♥t ❧❡s ✐♦♥s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱

❧❡s ✐♦♥s s♦❞✐✉♠ Na+ s♦♥t ❝❡✉① ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✭❬✷✸❪✮✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♣♦s✱ ❞✐✛ èr❡

❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ▲✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ❧❡

♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♣♦s ♦✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❡st é❣❛❧ à ✲✼✵♠❱ ✭❬✼❪✱❬✹❪✮✳

❆✉ r❡♣♦s✱ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♥❡✉r♦♥❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣✐❧❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❣é✲

♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ô❧❡ ♥é❣❛t✐❢ s✐t✉é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡t ✉♥ ♣ô❧❡ ♣♦s✐t✐❢

à ❧✬❡①tér✐❡✉r ✭❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é s✉r ✜❣✉r❡ ✸✳✸✮✳

❋✐❣ ✸✳✸ ✿ Pr✐s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♣♦s ✭❬✹❪✮✳

✸✳✷✳✹ ▲❡ st✐♠✉❧✉s

▲✬❛❝t✐✈✐té ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ♣r♦✈♦q✉é❡ ♣❛r ✉♥ st✐♠✉❧✉s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥❡r✈❡✉s❡s

❡♥ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ très ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■❧ ❞♦✐t êtr❡

s✉✣ s❛♠♠❡♥t ✐♥t❡♥s❡ ♣♦✉r ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉① ♥❡r✈❡✉①✳

❯♥ st✐♠✉❧✉s ❞é♣❛ss❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥ ✐♥✢ ✉① ♥❡r✈❡✉①✳

■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥st❛♥t❛♥é ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ à ❧✬ét❛t ❞❡ r❡♣♦s✱

q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ♣r♦✈♦q✉❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥❡r✈❡✉s❡s ❬✭❬✷❪✮✱ ✭❬✼❪✮❪✳

✸✳✷✳✺ ▲❡s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s

▲❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s ✐♦♥s à tr❛✈❡rs ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♥❡ s❡ ❢♦♥t q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s

tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s s♣é❝✐❛❧✐sé❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s✳



✻✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡✲✷❉

▲❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛ss✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ✉♥❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ str✐❝t❡ ❞✉

♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ✐♦♥s ❡t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❜✐❝♦✉❝❤❡

❧✐♣✐❞✐q✉❡ ✭❬✹❪✮✳

❈❡rt❛✐♥s ❝❛♥❛✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❧❡s ✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❛✉ s♦❞✐✉♠✱ ❛✉ ❝❛❧❝✐✉♠✱

❛✉ ♣♦t❛ss✐✉♠ ♦✉ ❛✉ ❝❤❧♦r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦♥t ♠♦✐♥s sé❧❡❝t✐❢s✳

❈❡tt❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ✐♦♥ s♣é❝✐✜ q✉❡✳

❈❡rt❛✐♥s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s r❡st❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♦✉✈❡rts ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♣♦s✱ ❡t ❧✬♦✉✲

✈❡rt✉r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝❛♥❛✉① ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱ ❞✬♦ù ❧❡✉r ♥♦♠

❞❡ ❝❛♥❛✉① ✈♦❧t❛❣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s t♦✉❥♦✉rs ♦✉✈❡rts✱ ❧❡s ❝❛♥❛✉① à ❝❤❧♦r✉r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥

♣❛ss❛❣❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞❡s ✐♦♥s Cl−✳ ▲❡s ❝❛♥❛✉① s♦❞✐q✉❡s ❡t ♣♦t❛ss✐q✉❡s s♦♥t q✉❛♥t à ❡✉①

✈♦❧t❛❣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✹✮ ✭❬✸✷❪✮✳

❋✐❣ ✸✳✹ ✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡

✭❬✸✷❪✮✳

✸✳✷✳✻ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛rt ❡♥ ♣❛rt

❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♣❛ss❛♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✲✼✵♠❱ à ❡♥✈✐r♦♥ ✰✸✵♠❱ ✳

■❧ ❡st ❞û à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞✉ st✐♠✉❧✉s ✭❬✷✹❪✱ ❬✻❪✮✳

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ♣❤❛s❡s ✭❬✷✹❪✱ ❬✼❪✮ ✿

❼ ▲❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✿ ❖✉✈❡rt✉r❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ s♦❞✐✉♠ Na+ ✈♦❧t❛❣❡ ❞é♣❡♥✲

❞❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ♠❛ss✐✈❡ ❞❡ Na+ ✳

❼ ❘❡♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✿ ❋❡r♠❡t✉r❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ s♦❞✐✉♠ Na+ ✈♦❧t❛❣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❡♥

♠ê♠❡ t❡♠♣s ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣♦t❛ss✐✉♠ K+ ✈♦❧t❛❣❡✲❞é♣❡♥❞❛♥ts q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛

s♦rt✐❡ ❞✉ K+ ✱ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡✉t r❡✈❡♥✐r à ✲✼✵♠❱ ✳

❼ ❍②♣❡r♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❞✉ K+ r❡st❡ é❧❡✈é❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s ❝❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❢✉✐t❡ ❛❝❝r✉❡ ❞✬✐♦♥s K+ ✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛✐ss❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡



✸✳✸ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍■◆❉▼❆❘❙❍✲❘❖❙❊ ✲✷❉ ✻✸

à ❧✬ét❛t ❜❛s❛❧✱ ✲✽✵♠❱✱ ♣✉✐s r❡✈✐❡♥t à ✲✼✵♠❱ ✱ ✭❝♦♠♠❡ rés✉♠é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✮✳

❋✐❣ ✸✳✺ ✿ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❬✸✸❪✳

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❬✻❪✱

❼ ▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ✿ ▲❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡✱

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❼ ▲❛ ❧♦✐ ❞✉ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥ ✿ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ♥❡ s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ♣❛s ♣♦✉r ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés

✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉ s❡✉✐❧✱ ♠❛✐s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧✱ ✐❧ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❈✬❡st

✧❧❛ ❧♦✐ ❞✉ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥✧ ✳

❼ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ré❢r❛❝t❛✐r❡ ✿

✖ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ré❢r❛❝t❛✐r❡ ❛❜s♦❧✉❡ ✿

❙✐ ❞❡✉① st✐♠✉❧✉s s♦♥t très r❛♣♣r♦❝❤és✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤♦❝ ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡

❧✬❛①♦♥❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧✬ét❛t ✐♥❛❝t✐❢ ❞❡s ❝❛♥❛✉① s♦❞✐q✉❡s✳

✖ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ré❢r❛❝t❛✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✿

❙✐ ❞❡✉① st✐♠✉❧✉s s♦♥t ❡s♣❛❝és✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① st✐♠✉❧✉s ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝✲

t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❧✬ét❛t ❢❡r♠é ❛❝t✐❢ ❞❡s ❝❛♥❛✉① s♦❞✐q✉❡s✳

✸✳✸ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍■◆❉▼❆❘❙❍✲❘❖❙❊ ✲✷❉

✸✳✸✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡ à ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥♥é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

❣é♥ér❛❧❡ ♣❛r ✭❬✷❪✱ ❬✷✽❪✱ ❬✶✸❪✮✱



✻✹ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡✲✷❉

{
x′ = y − ax3 + bx2 + I

y′ = c− dx2 − y
✭✸✳✷✮

❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ (3.2) s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱

{
x′ = 0
y′ = 0

⇒
{

y − ax3 + bx2 + I = 0
c− dx2 − y = 0

✭✸✳✸✮

❊♥ é❧✐♠✐♥❛♥t y✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡

ax3 + (d− b)x2 − c− I = 0 ✭✸✳✹✮

❙✐ ♦♥ ♣♦s❡✱ α =
d− b

a
❡t β = −c+ I

a
✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ (3.4) ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡

x3 + αx2 + β = 0.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts✱

x = ξ − d− b

3a
, p = −(d− b)2

3a2
, q =

2(d− b)3

27a3
− c+ I

a

♣♦✉r ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

ξ3 + pξ + q = 0

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❛r❞❛♥ ❬✹✼❪✱

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

∆ = 4p3 + 27q2

❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶ P♦s♦♥s

∆ = 4p3 + 27q2

❆❧♦rs ❀

✶✳ ❙✐ ∆ > 0 ✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ (3.3) ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✬✁❡q✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s R
2 ✳

✷✳ ❙✐ ∆ = 0 ✱ ❧❡ s②stè♠❡ (3.3) ❛❞♠❡t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s R
2✳

✸✳ ❙✐ ∆ < 0 ✱ ❧❡ s②stè♠❡ (3.3) ❛❞♠❡t tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞✬✁❡q✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s R
2✳

✭♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✮



✸✳✸ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍■◆❉▼❆❘❙❍✲❘❖❙❊ ✲✷❉ ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✐s♦❝❧✐♥❡s ❞✉ s②stè♠❡ (3.3)

❛✈❡❝ I = 0✱ x′ = 0 ❡♥ ❜❧❡✉ ❡t y′ = 0 ❡♥ r♦✉❣❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭❛✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ (3.6) ♣♦✉r a = 1 ✱ b = 3✱ c = 0 ❡t d = 3✱ ❧❛ ✜ ❣✉r❡ ✭❜✮ r❡♣rés❡♥t❡

s❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r a = 3✱ b = 3✱ c = 1 ❡t d = 5 ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❝✮ ♠♦♥tr❡ s❡s

tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r a = 5✱ b = 3✱ c = 1 ❡t d = 5✳

❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s

▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ♣❡✉t êtr❡ ét✉❞✐é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ (3.3)✱

❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ J ❞✉ s②stè♠❡ (3.3) à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ (xe, ye) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

J(x) =




∂f

∂x
(xe, ye)

∂f

∂y
(xe, ye)

∂g

∂x
(xe, ye)

∂g

∂y
(xe, ye)


 =

(
−3ax2

e + 2bxe 1
−2dxe −1

)

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ J ❡st

det((J(xe))− λI) = λ2 − tr((J(xe)))λ+ det((J(xe)))

❞♦♥t ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡st ✿

∆ = tr(J(xe))
2 − 4 det(J(xe))

♦ù tr (J(xe)) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ J ❡t det (J(xe)) ❡st ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ J ✱ ❛✈❡❝

tr, det : R → R

s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

tr (J(xe)) = (3ax2
e − 6xe + 1)

det (J(xe)) = 3ax2
e + 4xe



✻✻ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡✲✷❉

❛❧♦rs ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s tr (J(xe)) ❡t det (J(xe)) ❛❧♦rs✱ s✐ b2 > 3a✱❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s

ré❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

xtr1 =
b−

√
b2 − 3a

3a
=

b−D

3a
et xtr2 =

b+
√
b2 − 3a

3a
=

b+D

3a

▼ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t det(J) s❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t ✿

xdet1 = 0 et xdet2 = 2
d− b

3a

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆❧♦rs ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ 1 ❞♦♥♥❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬❡q✉✐❧✐❜r❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ré❣✐♦♥ à

❧❛q✉❡❧❧❡ xe ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳



✸✳✹ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ✻✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ (3.3) ❛✈❡❝ I = 0✱ c = 1 ❡t

d = 5✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ x ❡♥ ❜❧❡✉ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❞✬✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❧❛

♠❡♠❜r❛♥❡ y ❡♥ r♦✉❣❡✳ ▲❛ ✜ ❣✉r❡ ✭❛✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡

(3.3) ♣♦✉r a = 3✱ b = 3 ❀ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❜✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✐♥st❛❜❧❡ ♣♦✉r a = 1✱

b = 3 ✳

❙✐ b2 < 3a ❛❧♦rs ❀

tr(J(xe)) ❡st ♥é❣❛t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ xe✱ ❡t ❧❡s s❡✉❧s t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts

❞✬❡q✉✐❧✐❜r❡s s♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t s❡❧❧❡ ✐♥st❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥ ❢♦②❡r ♦✉ ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡ st❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡①❝❧✉t

❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❢♦②❡r ♦✉ ❞✬✉♥❡ s♣✐r❛❧❡ ✐♥st❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t

❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ st❛❜❧❡✳

P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ t✐r ré♣ét✐t✐✈❡✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ b2 > 3a✳

✸✳✹ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❛❝✐♥❡s

❚❤❡ P♦✐♥❝❛ré ■♥❞❡① ✭❏♦r❞❛♥ ✫ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✼✼✮✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ❞ ❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✐♠♣❧❡

❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ 1b ❡st 1✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① éq✉✐❧✐❜r❡s s✉♣♣❧é♠❡♥✲

t❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ 1d ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s

❡t ♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❧❡s ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❡s ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ ♦♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡

−1✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ éq✉✐❧✐❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣♦✐♥t s❡❧❧❡ ❡t ❞♦✐t ❛✈♦✐r s♦♥ ❛❜s❝✐ss❡ ❞❛♥s

❧❛ ré❣✐♦♥ II✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❧❡ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡✳ ❞♦✐t ❛✈♦✐r s❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s

❧❛ ré❣✐♦♥ I ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ n÷ud ♦✉ ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡ st❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ❧❛✐ss❡ ♦✉✈❡rt❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡

❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ à t✐r ré♣ét✐t✐✈❡♠❡♥t s✐ ❝❡t éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✉♥ ♥÷✉❞

♦✉ ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡ ✐♥st❛❜❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❧❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ q✉✐ s❡ s✐t✉ ❞❛♥s

❧❛ ré❣✐♦♥ IV ✳

▲❡s ❧✐♠✐t❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ IV s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

L =
b−D

3a
(10)

❡t

M =
b−D

3a
(11)

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❙✐ L3 + pL2 = q ❛❧♦rs ❧❛ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ (9) s❡r❛ L✱ ❡t s✐

M3 + pM2 = q ❝❡ s❡r❛ M ✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r✈✉

L3 + pL2 < q < M3 + pM2 (12)



✻✽ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡✲✷❉

❧❛ r❛❝✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡ tr♦✉✈❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ IV.

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (10) ❡t (11) s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳

❊♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x3 + px2 = q✳

▲à✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ (9) s♦♥t ❧❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡

❞❡ x3 + px2 ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r q ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s x✳ P♦✉r ❛✈♦✐r

tr♦✐s r❛❝✐♥❡s✱ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts A✱ B ❡t C✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r 0 < 27q < 4p3✱ ❡t ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té s✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡st L < C < M

q✉✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛r (12)✳

✸✳✺ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ P♦✐♥❝❛ré✲❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a = µ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱

❡t ❡♥ ✜①❛♥t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱ b = 3✱ c = 1✱ d = 5✳

{
x′ = y − µx3 + 3x2 + I = f(x, y)

y′ = 1− 5x2 − y = g(x, y)
✭✸✳✺✮

❙♦✐t (xe, ye) ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ (4.4)✳ ❖♥ r❛♠è♥❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡

❡♥ ♣♦s❛♥t x = x1 + xe ❡t y = y1 + ye ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡✱

{
x′
1 = f(x1, y1, µ) = (y1 + ye)− µ(x1 + xe)

3 + 3(x1 + xe)
2 + I

y′1 = g(x1, y1, a) = 1− 5(x1 + xe)
2 − (y1 + ye)

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g✱ ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ▼❛❝▲❛✉r✐♥ ❬✸✸❪✱ ❛✉

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t (0, 0, µ) ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿





x′
1 = x1

∂f

∂x1

(0, 0, µ) + y1
∂f

∂y1
(0, 0, µ) + F̂ (x1, y1, µ)

y1 = x1
∂g

∂x1

(0, 0, µ) + y1
∂g

∂y1
(0, 0, µ) + Ĝ(x1, y1, µ)

➣✓



✸✳✺ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ P♦✐♥❝❛ré✲❆♥❞r♦♥♦✈✲❍♦♣❢ ✻✾

❖ù✱ F̂ (x1, y1, µ) ❡t Ĝ(x1, y1, µ) s♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱

{
x′
1 = x1 − 3µxe2 + 6xe + y1 + F̂ (x1, y1, µ)

y′1 = −10x1xe − y1 + Ĝ(x1, y1, µ)

➣✓

❆✈❡❝

F̂ (x1, y1, µ) = −µx3
1 + (−3µxe + 3)x2

1

❡t

Ĝ(x1, y1, µ) = −5x2
1.

▲❡ ♣♦✐♥t (0, 0, µ) ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s②stè♠❡ (4.4) ❛✉ ♣♦✐♥t (xe, ye)✱

J0 =

(
−3µx2

e + 6xe 1
−10xe −1

)

❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

det(J0 − λId) = λ2 + (−3µx2
e + 6xe − 1)λ+ 3µx2

e + 4xe = 0

❖♥ ♣♦s❡✱

P (µ) = −tr(J0) et Q(µ) = det(J0).

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱

λ2 + P (µ)λ+Q(µ) = 0

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s

s✐

det(J0) >
1

4
tr(J0)

2

❡t ♦♥ ❛✱

λ1,2 = α(µ)± iω(µ)

❛✈❡❝

α(µ) = −3µx2
e − 6xe + 1

2

❡t

ω(µ) =
√
3µx2

e + 4xe − α(µ)2.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r µc ❞❡ µ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s✬❛♥♥✉❧❡

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s P (µc) = 0 ❡t Q(µc) > 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱



✼✵ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡✲✷❉

P (µc) = 0 ⇒ µc =
6xe − 1

3x2
e

et

Q(µc) > 0 ⇒ µc >
−4

3xe

⇒ xe >
1

10

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛✱

∂α

∂µ
(µc) = −3x2

e

2

❆✐♥s✐✱

α(µc) = 0, ω(µc) ̸= 0 et
∂α

∂µ
(µc) ̸= 0,

q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❆♥❞r♦♦✈✲❍♦♣❢✱ ❞♦♥❝ µc ❡st ✉♥❡

✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ µ✳

✸✳✻ ❙t❛❜✐❧✐té ✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

❞❡ ❍♦♣❢

❉ét❡r♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ v1 ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ1✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥

rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡✱

(J0 − λ1I)

(
x
y

)
= 0 ⇒

{
(1 + i

√
10xe − 1)x+ y = 0

−10xex+ (−1 + i
√
10xe − 1)y = 0

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à λ1✱

v1 =

(
1

−1− i
√
10xe − 1

)

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✱

P = (ℜ(v1),−ℑ(v1)) =
(

1 0
−1

√
10xe − 1

)

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛✱

P−1 =
1√

10xe − 1

( √
10xe − 1 0

1 1

)

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱



✸✳✻ ❙t❛❜✐❧✐té ✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ✼✶

(
x1

y1

)
= P

(
x2

y2

)
⇒
(

x2

y2

)
= P−1

(
x1

y1

)

❆❧♦rs ♦♥ ❛✱

(
x′
1

y′1

)
= P−1

(
x′
2

y′2

)
⇒ P−1J0(µ)P

(
x2

y2

)
+ P−1

(
F̂ (x2, y2, µ)

Ĝ(x2, y2, µ)

)

❙♦✐t✱

J ′
0(µ) = P−1J0P =

(
α(µ) −ω(µ)
ω(µ) α(µ)

)

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r µ = µc ✱ ♦♥ ❛✱

J ′
0(µc) =

(
0 −ω(µc)

ω(µc) 0

)
⇒
{

x′
2 = −ω(µc)y2 + F (x2, y2, µc)
y′2 = ω(µc)x2 +G(x2, y2, µc)

❛✈❡❝✱

(
F (x2, y2, µc)
G(x2, y2, µc)

)
= P−1

(
F̂ (x2, y2, µc)

Ĝ(x2, y2, µc)

)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F ❡t G ❞♦♥♥é❡s ♣❛r✱





F (x2, y2, µ) = −µx3
2 + (−3µxe + 3)x2

2

G(x2, y2, µ) =
1√

10xe − 1
(−µx3

2 − (3µxe + 2)x2
2)

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s F ❡t G ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ x2✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ▼❆❘❙❉❊◆✲▼❝❈❘❆❈❑❊◆ c1

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r✱

c1 = − 1

16ω(µc)

∂2F

∂x2
2

∂2G

∂x2
2

+
∂3F

∂x3
2

❆✉ ♣♦✐♥t (x2, y2) = (0, 0) ❡t ♣♦✉r µ = µc ✱ ♦♥ ❛✱ ω(µc) =
√
10xe − 1 ❡t✱

c1 = −6µc +
1

16
√
10xe − 1

4√
10xe − 1

(−3µcxe + 3)(3µcxe + 2)

= −6µc +
3

4(10xe − 1)
(−3µ2

cx
2
e + µcxe + 2)

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 1✱ ❧❡s s✐❣♥❡s ❞❡
∂α

∂µ
(µc) ❡t ❞❡ c1 ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡

❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✳



✼✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❍✐♥❞♠❛rs❤✲❘♦s❡✲✷❉



✹
❈❤❛♣✐tr❡

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✶✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✹✳✶✳✷ ❙t❛❜✐❧✐tés ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✹✳✶✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✹✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s s✐♠✉❧❡r ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜✲

❣✉r❡ ✭✹✳✶✮✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❞❛♥s

❧❡ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ✈✐s❝ér❛❧ ❞❡ ❧✬❡s❝❛r❣♦t ▲②♠♥❛❡❛✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡✱ ♠❛✐s

❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é♣♦❧❛r✐sé❡ ♣❡♥❞❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵ ♠s✱ ❡❧❧❡ s✬❛❧❧✉♠❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡

❞❡ s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❛♣rès ❧✬❛rrêt ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿

{
x′ = y − ax3 + bx2 + I

y′ = c− dx2 − y
✭✹✳✶✮

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ✭✹✳✶✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t I ❡st ✐❧❧✉stré❡ à

❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞✉ t✐r r❡s♣❡❝t✐❢✳✳

❋✐❣ ✭✹✳✶✮ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❞❡ ✭✹✳✶✮ ❛✈❡❝ a = 1✱ b = 3✱ c = 1✱ d = 5✱

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ✭I = 1✮

✼✸



✼✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❋✐❣ ✹✳✷ ✿ ❘é♣♦♥s❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡♥r❡❣✐stré❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡

❞❛♥s ❧❡ ❣❛♥❣❧✐♦♥ ✈✐s❝ér❛❧ ❞❡ ❧✬❡s❝❛r❣♦t ▲②♠♥❛❡❛ st❛❣♥❛❧✐s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉rt❡

✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❞é♣♦❧❛r✐s❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t

✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❞û ❛✉

❞éséq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ♣♦♥t✳

P❡♥❞❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ① ❛✉❣♠❡♥t❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡t✱

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈r❛✐ ♥❡✉r♦♥❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡ ❞é❝❤❛r❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré♣ét✐t✐✈❡ ❛♣rès ❧❛ ✜♥ ❞❡

❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs

♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❧❧✉♠❡r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t

♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ♣♦st✲❞é❝❤❛r❣❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♣♦st✲

❞é❝❤❛r❣❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ♣❧✉s ❝♦✉rt❡✳ q✉✐ ♥❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ♣❛s ❧❛

❝❡❧❧✉❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉rr❛✐t s✉r✈❡♥✐r ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❡♥tr❛♥t s♦✉s ❧❡

s❡✉✐❧ ❛ ✉♥❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❞❡ ❧✬❡s❝❛r❣♦t q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st

s✉♣♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❡♥r❡❣✐strés ♦♥t ✉♥ s♦✉s✲❞é♣❛ss❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t

✉♥❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s♦✐t ♣ré✈✐s✐❜❧❡

❝❛r ❡❧❧❡ ét❛✐t ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭❍✐♥❞♠❛rs❤ ✫ ❘♦s❡ ✶✾✽✷❛✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à

tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ t✐r ❞é❝❧❡♥❝❤é ❛✉ ♠♦✐♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✳

✹✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s

❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ (4.1)✱ ♦♥ ♣♦s❡ I = 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✱

{
x′ = y − ax3 + 3x2

y′ = 1− 5x2 − y
✭✹✳✷✮



✹✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ✼✺

✹✳✶✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s

▲❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè❡♠❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱

ξ3 + pξ + q = 0 ✭✹✳✸✮

♦ù✱

ξ = x+
2

3a
, p = − 4

3a2
, et q =

16

27a3
− 1

a

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡

∆ = 27(
16

27a3
− 1

a
)2 − 256

27a6

❆❧♦rs ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s♦♥t

A = (
−1−

√
5

2
,
−13− 5

√
5

2
), B = (−1,−4) et C = (

−1 +
√
5

2
,
−13 + 5

√
5

2
)

❖✉ ❜✐❡♥✱ A = (−1, 618033989,−12, 090169948)✱ B = (−1,−4),

C = (0, 618033989,−0, 909830058)

❉♦♥❝ ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sés à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ① ❞❡ −1, 6 ❡t −1 ❡t +0, 6✳

✹✳✶✳✷ ❙t❛❜✐❧✐tés ❞❡s éq✉✐❧✐❜r❡s

▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ J ❡t det (J(xe)) ❡st ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ J ✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

tr (J(xe)) = (3ax2
e − 6xe + 1)

det (J(xe)) = 3ax2
e + 4xe

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t❡ ❞✉ tr(J0) ❡t det(J0) ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s A✱ B ❡t C ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ❝❛r❛❝✲

tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❆✉ ♣♦✐♥t A✱ ♦♥ ❛ det(J0(A)) = 1, 381966013 > 0 ❡t tr(J0(A)) = −18, 562305903 < 0

❞♦♥❝ A ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦❡✉❞ st❛❜❧❡✳

✷✳ ❆✉ ♣♦✐♥t B✱ ♦♥ ❛ det(J0(B)) = −1 < 0 ❡t tr(J0(B)) = −10 < 0 ❞♦♥❝ B ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t

❝♦❧✳

✸✳ ❆✉ ♣♦✐♥t C✱ ♦♥ ❛ det(J0(C)) = 3, 618033991 > 0 ❡t tr(J0(C)) = 1, 562305899 > 0 ❡t

❞♦♥❝ C ❡st ✉♥ ❢♦②❡r ✐♥st❛❜❧❡✳



✼✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ (4.2)✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t B ❡st

✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦❧ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t C ❡st ✉♥ ❢♦②❡r ✐♥st❛❜❧❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t A ét❛♥t ✉♥ ♥♦❡✉❞ st❛❜❧❡✳

✹✳✶✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❇❡♥❞✐①♦♥ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✐s♦❧❡r

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ♣♦✉r ❧❡s q✉❡❧❧❡s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦r❜✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

▲❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs r❡❧❛t✐❢ ❛✉ s②stè♠❡ (4.2)✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛

tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ J(xe)(a)✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

divf = tr(J0)(a) = −3ax2
e + 6xe − 1

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré ❡♥ x✱ s♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆(a) = 12(3− a)✳

✶✳ P♦✉r a > 3, ∆ < 0 ❞♦♥❝ divf ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ♥é❣❛t✐❢ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s

♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

✷✳ P♦✉r a = 3, ∆(a) = 0 ❞♦♥❝ divf = −9(x− 1

3
)2 ❡st ❞❡ s✐❣♥❡ ♥é❣❛t✐❢ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s

❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳



✹✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ✼✼

✸✳ P♦✉r a < 3, ∆(a) > 0✱ ❞♦♥❝ divf ♥❡ ❣❛r❞❡ ♣❛s ✉♥ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❡t ✐❧ ② ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳

✹✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ µ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱

{
x′ = y − µx3 + 3x2

y′ = 1− 5x2 − y
✭✹✳✹✮

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (4.3) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s✉r [−10, 10]✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❛✮✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s µ > 0 ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ µc ∈ [2.55165, 2.55170]✳

❉♦♥❝ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r µ✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r

q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱

∆ > 0 ⇒ µ ∈
]
−∞,−4

√
2

3
√
3

[
∪
]
4
√
2

3
√
3
,+∞

[

P♦✉r ✉♥ t❡❧ µ✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✱

xe(µ) =

(
9µ
√

27µ2 − 32 + 27
√
3µ2 − 16

√
3
) 2

3

32
1

33
1

6µ
(
9µ
√

27µ2 − 32 + 27
√
3µ2 − 16

√
3
)

✲
22

1

33
1

6

(
9µ
√
27µ2 − 32 + 27

√
3µ2 − 16

√
3
) 1

3 − 42
2

33
1

3

32
1

33
1

6µ
(
9µ
√
27µ2 − 32 + 27

√
3µ2 − 16

√
3
) 1

3

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉✬❛❧♦rs✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ µc ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

µ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✱
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µc =
6xe(µ)− 1

3xe(µ)2

❆✐♥s✐✱ µc ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱

6xe(µ)− 1

3xe(µ)2
− µ = 0 (3.8)

P♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µc ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥✱

xe ≈ 0.54 >
1

10
❡t

3µcx
2
e + 4xe ≈ 4.392187794 >

1

4
(−3µcx

∗2 + 6xe − 1)2 ≈ 1.526 ∗ 10−5

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛✱

c1 = −6µc +
3

4(10xe − 1)
(−3µ2

cx
2
e + µcx

∗ + 2) = −15.632152 < 0

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

c1 < 0 et
∂α

∂µ
(µc) < 0 ✭✹✳✺✮

✳ ❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ (xe, ye, µc) = (0.54,−0.46, µc ≈ 2.551655) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r µ < µc ✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ st❛❜❧❡✱

t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r µ > µc ✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳



✹✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ✼✾

❋■●✳✹✳✸ ✿ ❆❝t✐✈✐tés é❧❡❝tr✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ✭❙▼❍❍✮ ❧♦rsq✉❡ ❧❡

❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ❡①t❡r♥❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❛✮

I = 5µA✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❜✮ I = 10µA✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❝✮ I = 50µA✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❞✮ I = 100µA
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