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Introduction

La théorie des bifurcations, en mathématiques et en physique est I’é¢tude de certains

aspects des systémes dynamiques. Une bifurcation intervient lorsqu’un petit changement
d’un parameétre physique produit un changement majeur dans l'organisation du systéme.
Par exemple, ont tous une cause commune : un parameétre physique spécifique franchit un
seuil, et cet événement force le systéme a organiser un nouvel état qui différe considéra-
blement de celui observé auparavant.
Mathématiquement parlant, il se passe ce qui suit : Les états observés d’un systéme cor-
respondent & des solutions d’équations non linéaires qui modélisent le systéme physique.
Un état peut étre observé s’il est stable, notion intuitive qui se précise pour une solution
mathématique. On s’attend & ce qu’un léger changement d’un paramétre dans un systéme
n’ait pas une grande influence, mais plutot que des solutions stables changent continuel-
lement d’une maniére unique. Cette espérance est vérifiée par le théoréme de la fonction
implicite. Par conséquent,tant qu'une branche continue de solutions conserve sa stabilité,
aucun changement spectaculaire n’est observé lorsque l'on fait varier le paramétre. Ce-
pendant, si cet « état fondamental » perd sa stabilité lorsque le paramétre atteint une
valeur critique, alors I’état n’est plus observé, et le systéme lui-méme organise un nouvel
état stable qui « bifurque » de I’état fondamental.

Dans ce meméoire, nous présentons quelques conditions suffisantes pour une « bifur-
cation a un parameétre », ce qui signifie que le paramétre de bifurcation est un véritable
scalaire. Nous ne traitons pas la « théorie de la bifurcation multiparamétre ».

Nous distinguons une théorie locale, qui décrit le diagramme de bifurcation dans un
voisinage du point de bifurcation.

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux notions de base et outils fonctionnels concernant
les systémes dynamiques et la théoriques de stabilité associés aux systémes différentiel en

utilisant les méthodes de Lyapunov. Cette partie est largement inspirée des livres : ([16],
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119],[20], [25], [29]).
Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons les notions et les propriétés préliminaires de
bifurcation et leurs types avec des exemples de base.
La 3 et le 4 chapitre de ce document repose sur 1'é¢tude de la dynamique des modéles
de Hindmarsh-Rose a deux équations. Tout d’abord, nous nous intéressons a 1’étude des
points critiques, avant de nous interroger sur la dynamique asymptotique et l'analyse
qualitative de ces modéles. Cette étude permet dans un premier temps de déterminer
des plages de paramétres pour lesquelles le comportement d’'un neurone est stationnaire,
périodique ou encore chaotique. Ce travail est effectué en partie grace a 'utilisation des
outils numériques sur Matlab. Ces observations nous ont conduit, dans un second temps,
a I’étude de 'existence de certaines bifurcations apparaissant sous 'effet de la variation de
certains paramétres, telle que la bifurcation de Hopf qui s’avére importante dans I'étude
de systémes oscillatoires.Cette partie est inspirée des articles de [17], [15], [9], [1], [10],
[26].
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1.1 Introduction

I’étude des systémes dynamiques est une branche des mathématiques qui remonte aux
travaux de H. Poincaré (1854 1912) et au mémoire qu’il présenta en 1881 intitulé : "Sur
les courbes définies par une équation différentielle".

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la présentation des notions générales sur les systémes
dynamiques : tels que définition, points d’équilibre, cycle limite, et la théorie de stabilité
qui joue un roéle central en théorie des systémes dynamiques.

L’objet de la théorie de la stabilité est de tirer des conclusions quant au comportement
du systéme sans calculer explicitement ses trajectoires, alors dans cette on va présenté
briévement les deux méthodes de Lyapunov pour I’étude de la stabilité des systémes non-
linéaires. La premiére méthode ou bien "Méthode indirecte de Lyapunov" consiste
a calculer les points d’équilibre afin de linéariser autour de ces points pour évaluer la
stabilité ou bien I'instabilité. La derniére étape de cette méthode consiste a examiner les
valeurs propres de la matrice Jacobienne ainsi obtenue a partir la linéarisation.

Cette méthode, malgré sa simplicité ne semble pas trés efficace. En d’autres termes, la
méthode de linéarisation est une méthode par approximation, elle n’est donc valide que
localement autour du point d’équilibre concerné et ne peut certainement pas étre utilisée
pour en déduire un comportement global.

Pour cela, A. M. Lyapunov a proposé une deuxiéme méthode ou bien "Méthode directe
de Lyapunov" pour I'étude de la stabilité. Cette méthode est une généralisation de
I'idée de I’énergie du systéme. Le but est de trouver une fonction dite "Fonctions de
Lyapunov" qui décroit le long des trajectoires du systéme. Le principal inconvénient
de la méthode directe est de ne pas disposer de guide pour le choix de la fonction de
Lyapunov, dans la plupart des applications, les fonctions considérées sont I’énergie totale
du systéme.

Soit f une fonction de R dans R, et yo un réel. Résoudre le probléme de Cauchy :

y(0) = wo,

c’est déterminer 'ensemble des réels strictement positifs T, et ’ensemble des fonctions

y:[0,7] — R, telles que y(0) =y et :

vee [0,T[, ' (t)= f(y(t)) .

Il existe des théorémes (voir [22], [16] et [19])qui, sous des conditions assez générales
portant sur g, assurent I'existence et 'unicité de la solution d’'un probléme de Cauchy. Il

peut aussi se faire qu’il n’y ait aucune solution, ou bien qu’il y en ait une infinité
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1.2 Deéfinitions

Définition 1.2.1 Un systéme dynamique est un modele permettant de décrire l’évolution
au cours du temps d’un ensemble des objets en interaction.

Donc, on peut définir un systéme dynamique comme une description d’un phénoméne phy-
sique qui évolue au cours du temps (systéme continu), ou par rapport a une autre variable

(systéme discret).

1.2.1 Espace de phase

Définition 1.2.2 On appelle espace ou portrait de phase l’ensemble des trajectoires qui
sont les solutions du systéme (1.1) représentées dans le plan de phase initiées a partir des
conditions initiales différentes

1.2.2 Définition du flot

On note en outre
Qo ={(t,yo) eRx D; t€]0,T[}

Définition 1.2.3 On appel flot de l’équation différentielle (1.1) Uapplication :

QO — Rd
(t,y0) = wi(yo) = y(t:0,90)

Il est clair que ¢;(yo) satisfait I’équation suivante :

{ %@t(yo) = f(ei(wo)) (1.2)
0(%0) = Yo

En outre :
V(t,to,%0) €, (t—1t0,%) €0 et y(tito,Yo) = ©i—to(Yo)

ce qui implique que ¢; est définie indépendamment de .

Remarque 1.2.1 On peut aussi définir le flot d’un systéeme continu non-autonome. Ce-
pendant, tout systeme non-autonome peut se réécrire comme un systéeme autonome. La
définition de p; n’est pas restrictive.
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1.2.3 Propriétés élémentaires

Proposition 1.2.1 L’application

QO—>RTL
(t,y) — @uly)

est continue. Pour tout (t, y J€Q, il existe un voisinage V' de y tel que application ¢q(.)
soit définie et continue sur V.

Lorsque ¢ est continue, on parle d’un systéme dynamique continu topologique.

Voir George David Birkhoff, (1884 - 1944), M.V. Bebutov (1913-1942), A.A Andronov
(1901-1952), . . .

Proposition 1.2.2 Si D = R" et f globalement Lipschitzienne et de classe C*, alors
Q() =R x R" , et

R — GLR")
t — o)

est un homomorphisme de (R, +) dans (GL(R™),0), o GL(R™) est l’ensemble des difféo-

morphismes de R"™ dans lui-méme.

preuve 1.2.1 En vertu de l'unicité de la solution (Th. de Cauchy-Lipschitz [22]) :

V(s,t) €R®, @500 =100 = Psps
donc
1. @y est une bijection ;
2. (p) =g
3. ()71 est continue.

4. Enfin, ¢, est Ct d’inverse C!

Remarque 1.2.2 (Flot d’un systéme linéaire) Lorsque le champ de vecteurs f(x)
dépend linéarrement de U'état x, il définit un systeme dynamique linéaire. Le caractére

linéaire du systéme se traduit par f(x) = Az, A étant la matrice du systéme linéaire. Le
flot est explicite : il met en jeu une exponentielle de matrice :

z(t) = eag dot ¢y (z) = el

Ceci explique le role central de la matrice A dans I’étude a venir de la stabilité des
systémes linéaires.
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1.2.4 Quelques définitions de base

1. Trajectoire d’un point x : On appelle trajectoire d’une solution ¢ : I — R",
I'ensemble des points (t) de R™ | ou t parcourt 'intervalle I. C’est donc une courbe

paramétrée.
Yo = {p(t.7); t € R}

2. Courbe intégrale : On appelle courbe intégrale d’une solution ¢ : I — R,
I’ensemble des points de (¢, ¢(t)) de R™, ou ¢ parcourt l'intervalle /. C’est donc la

représentation graphique de la solution ¢ dans R™*!,

3. Mouvement du point z : c’est la fonction ¢, : R — X définie par

wa(t) = (1, )

4. Mouvement périodique de x : Une solution ¢ : I — R™ est périodique s’il existe

une constante 7" > 0 telle que :
VEER, pu(t+T) = pu(t)

La trajectoire d’une telle solution est fermée (c’est une boucle).
5. Point d’équilibre : Un état z. est un point d’équilibre du systéme (1.1) si pour
tout instant ¢ > to état du systéme z(t) = x..

Le point d’équilibre x, vérifie f(t,z.) =0

1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

Dans cette partie nous rappelons brievement la notion de stabilité au sens de Lyapu-

nov ainsi que les principes de la deuxieme méthode de Lyapunov. A partir de cela, nous
donnons les concepts de région d’attraction et de région de stabilité d'un point d’équi-
libre asymptotiquement stable. Nous terminons par la présentation de quelques résultats
concernant en particulier la stabilité des systemes linéaires.
Les définitions et résultats présentés dans cette partie sont assez classiques et peuvent,
sauf référence explicite, étre trouvés dans des ouvrages traitant des systemes non-linéaires.
Ainsi, pour les démonstrations de ces résultats nous pouvons citer, par exemple, [19], [20]
et [25].

Définition 1.3.1 (Attractivité d’un point d’équilibre ) Le point d’équilibre x. est
attractif si

Ve>0,30>0; |lzo —zf| <0 = lim [[z(t) -z =0
t—+oo
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Autrement dit, 'équilibre x. est dit attractif si la trajectoire z(t), & un certain voisinage

et pendant un certain temps, converge vers ce point d’équilibre z..

Définition 1.3.2 Le point d’équilibre x, est dit :
1. Stable, si pour tout t > 0 il existe 6(¢) > 0 tel que

lzo — xel| < 0(e) = ||x(t) — x| <€, Vt>t.

2. Asymptotiquement stable, s’il est stable et attractif.

3. Instable, s’il n’est pas stable

x(tx )

X asymptotiguement stable

( \ instable
| >

. ! =
stable —"\ Y / X

Fig 1.1 :Stabilité et Stabilité asymptotique

L’equilibre x. est stable si pour un voisinage quelconque de z., U;(zo,¢), il existe un
voisinage Us(xg,0()) tel que pour toute condition initiale zo prise dans Us(zo,d(¢)) la
trajectoire reste dans U;(zg,€).En plus, si dans le voisinage Uy (zo,€) la trajectoire tend
vers x. lorsque ¢ tend vers I'infini, 'origine est dite asymptotiquement stable.

D’autre part, dire que z = z. est instable signifie qu’il existe un voisinage de ’équi-
libre U;(xg,€), tel que pour tout voisinage Us(0,d(e)) C U(0,¢€), il existe au moins une

trajectoire p(t,zo) , avec xg € Us(zg,0(¢)), qui n’est pas contenue dans Uy (zo, €).
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1.4 Stabilité des systemes linéaires

Afin de faciliter la notion de classe, on utilisera pour le moment des exemples de

systémes linéaires
X' =AX (1.3)

de deuxiéme ordre (le point d’équilibre d’un systéme linéaire est unique). Alors, on peut

faire un classement en se référant a deux pivots :

1.4.1 En fonction de la stabilité

1. Attracteurs ou points stables.
2. Répulseurs ou points instables.

3. Points selles ou cols

1.4.2 En fonction des oscillations

1. Foyers.
2. Centres et cycles limites.

3. Noeuds.

La résolution de I’équation X’ = 0 va nous permettre de déduire le point d’équilibre du
systéme X’ = A.X . Notre but dans ce cas est d’identifier le type de classe de ce point
d’équilibre. On détermine les valeurs propres de la matrice A ensuite on déduit le type de

ce point.

1.4.3 Synthése « Types de points d’équilibre »

La matrice A admet deux valeurs propres distinctes A\; # Ao, et dans ce cas elle est

diagonalisable

_ p-1 (M 0
B=P AP—(O Ay

1. Premiére cas

(a) Si A > 0et Ay > 0 alors le point d’équilibre (0,0) est un noeud instable.
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-~

., ~
, /
- ,
T ™, o
~_ \|/ —
L P
\% (-
Al
..___,.-.- -_.. "\H...
= SN T
e // \ e
A

Figl.2 : noeud instable

(b) Si A\ <0 et Ay < 0 alors le point d’équilibre (0,0) est un noeud stable.

/
/

/

/o n %

Figl.3 : noeud stable

~_ x\ l{,—’f,,
s

(c) Si A; < 0et Ay > 0 (Valeurs propres A\; et Ay sont de signe opposé ) alors le
point d’équilibre (0,0) est un point col ou selle .

Figl.4 : point col ou selle

Remarque 1.4.1 Pour un point selle, on distingue deux azxes appelés les sépara-
trices du point selle, car ces droites séparent le plan en quatre « flots » de trajec-

toires différentes. Le point en rouge est le point du graphe de la fonction associé a
son unique point-selle.

Deuxiéme cas La matrice A admet une valeur propre double Ay = A3 = A\, Si A
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est diagonalisable

1 o (A0
P APB(O A\

(a) Si A > 0 alors le point d’équilibre (0,0) est une étoile ou un nceud dégénéré

instable.

Figl.5 : étoile instable

(b) Si A < 0 alors le point d’équilibre (0,0) est une étoile ou un nceud dégénéré
stable.

Figl.6 : étoile stable

Remarque 1.4.2 Le cas A = 0 ne peut pas avoir lieu, car ona a supposée que
la matrice A est inversible.

Si A n’est pas diagonalisable mais seulement triangularisable

s (A1
B=P AP_(O A)

(c) Si A > 0 alors le point d’équilibre (0,0) on a une étoile ou un noeud dégénéré

instable.
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Figl.7 : Noeud dégénéré instable

(d) Si A < 0 alors le point d’équilibre (0,0) on a une étoile ou un nceud dégénéré
stable.

S,

H_\__\-
T
'—\___\___\-\- "'\-\._\_\_\-
T \\-_\
______---\----\- ""-\-\_\_\__\_\-\--\-\--\- o
— o
T
m:x_‘h\
"'\-\.\_\_\. -_.__.-'
e
[ T
e '--\_\_\___\_
“-‘,_H_h% —
-\-“"'\-\. -\-\-\-""-\-\_\_\_\_\_\_\-\-:----"-\.
H—H""\-. T
T R
"'\-\._\_\_\-\--\-
Tt
-
H-\_""-\-._

Figl.8 : Neeud dégénéré stable

3. Troisiéme cas
La matrice A admet deux valeurs propres complexes conjuguées \; = o + i3 et

)\gza—iﬁ
_ a —p
B:PIAP:<B N >

(a) Sia <0, 8> 0,alors le point d’équilibre (0,0) est un foyer stable
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Figl1.8 : Foyer stable

Dans le portrait et les trajectoires ci-dessus, les solutions se rapprochent du

point d’équilibre (I’origine est un foyer stable ou encore spirale attractante).

(b) Sia>0et >0 alors le point d’équilibre (0,0) est un foyer instable.

Figl.9 : Foyer instable
On a alors le portrait de phase suivant correspondent donc a des spirales,
qui s’éloignent du point d’équilibre ('origine est un foyer instable ou encore
spirale répulsive.)
(c) Sia=0et >0 alors le point d’équilibre (0,0) est un centre (point neutra-
lement stable).

On a alors le portrait de phase suivant représentant des centre
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Figl.10 : centre

Dans ce cas, les trajectoires pour différentes valeurs initiales oscillent autour
du point d’équilibre. De méme pour 'espace de phase, on remarque des lieux

de cercles autour de ce point. On dit quel’origine est un centre.

1.4.4 Typologie des points d’équilibre : Trace et déterminant

Il existe alors une autre approche pour déduire le signe des valeurs propres sans avoir

a les calculer, en utilisant la trace et le déterminant de la matrice A.

11 Q12

Reprenons le systéeme X' = AX avec A =
Qg1 G22

) une matrice réelle carrée de

dimension 2. Les valeurs propres de la matrice A sont les valeurs \ solutions de I’équation

caractéristique :
det(A — ) =0 < N — tr(A)A + det(A) = 0.
d’ou

tT(A) = (111+(l22

det(A) = aias — apan

Le discriminant de I’équation caractéristique est

A = (tr(A))* — 4det(A)

C’est la nature des valeurs propres qui détermine la forme de Jordan associée a A
1. Reéelles distinctes (A > 0);
2. Réelles égales (A = 0); une racine double;

3. Complexes conjuguées (A < 0).
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Donc la nature des points d’équilibre du systéme est déterminée par le signe de tr(A) et

de det(A), de I'équation caractéristique
A2 — \tr(A) + det(A) = 0.

Les solutions oscillantes et non oscillantes sont donc déterminées par I'intérieur et ’exté-

rieur de la parabole d’équation :
tr(A)* — 4det(A).
En effet, si A\; et \y sont racines de I’équation caractéristique, alors :
trA =X\ + X\ et det A = A\ )\

ainsi dans le plan (tr(A), det(A)) I'équation A = 0 correspond a celle de la parabole
1 2
det(A) = Z(tr(A))

qui divise le plan en deux grandes régions.

1
1. Cas A =0 (i.e. sur la parabole det(A) = Z(tr(A))z)'

Racine double Ay = Ay = A et dans ce cas
det(A) = \? et tr(A) =2\
(a) Sitr(A) > 0donc A > 0 et le point d’équilibre est soit une étoile instable ou

un noeud dégénéré instable.

(b) Si tr(A) < 0 donc A < 0 et le point d’équilibre est soit une étoile stable ou

un noeud dégénéré stable.

1
2. Cas A > 0 (i.e. la région au dessous la parabole det(A) < Z(tr(A))z).

(a) Sidet(A) = Ay <0 alors \; et Ay sont de signes opposés le point d’équilibre

est un point selle.

(b) Sidet(A) > 0 et tr(A) > 0 donc A\; > 0 et Ay > 0 le point d’équilibre est un

nceud instable.

(c) Sidet(A) >0 et tr(A) <0 donc Ay < 0 et Ay < 0 le point d’équilibre est un

noeud stable.

1
3. Cas A < 0 (i.e. la région au dessus la parabole det(A) > Z(tT(A»Z) alors, \; =

a+ifB et Ay =a —i8 donc det(A) = My = a? + 32 >0
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(a) Sitr(A) < 0 donc la partie réelle des valeurs propres est négative, et le point

d’équilibre est un foyer stable.

(b) Si tr(A) > 0 donc la partie réelle des valeurs propres est positive, et le point

d’équilibre est un foyer instable.

(c) Sitr(A) =0 la partie réelle des valeurs propres est nulle, et le point d’équilibre

est un centre.

Figure récapitulatif

/]

det(M)

“(‘)

444\) ﬂd)
1 >0 B0
Foyer Foyer
asymptotiquement stable instable
l

Etoile

b instable

asymptotiquemerX, stable

Noeud
instable

Noeud ;
asymptotiquement stable asymptotiquement sta

instable

u(t)

tr(M)

v

%
0

Ai<Oeth>0

Points]selle

Fig 1.11 : Nature des points d’équilibre d’un systéme linéaire de dimension
2, en fonction de la trace et du déterminant de sa matrice au voisinage de

ces points.

1.5 Meéthodes d’analyse de stabilité des systémes non
linéaires

[’étude des systémes non linéaires nécessite leur transformation en un systéme linéaire
approché, dit systéme linéarisé, ayant ’origine comme point d’équilibre.

Pour simplifier placons-nous dans le cas d'un systéme de dimension 2 :

dx

- = 9(z,y).
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dont 'état stationnaire est noté , (z., ye).

Le développement en série de Taylor au voisinage de (z., y.) donne :

o~ e ) G| 5| e
C;_ZZ = g(xe, ) + (2, ) % - (9, 5) ? ve.ye
Posons :
r = z.+X
y = Y t+Y

X et Y exprimant de petites perturbations des variables d’état au voisinage de (x., y.).
Le systéme (1.3) s’écrit d’'une maniére approchée (en ne tenant compte que des termes

de degré 1 du développement) :

dX

— = aX +bY
7 aX +
dY

— = X +dY
7 cX +

Soit sous forme matricielle :

dzZ a b
dt (c d)Z

of of

— aaj Te,Ye y Te,Ye X
99 99 Y
83: Te,Ye y Te,Ye

c’est-a-dire les éléments de la matrice jacobienne J du systéme (dérivées partielles de
fetg).
A T'état stationnaire nous avons évidemment : X, = Y, = 0 permettant d’appliquer le

théoréme suivant.

1.5.1 Théoréme de linéarisation

En bref ce théoréme établit qu’au voisinage de I’état d’équilibre (x.,y.) et si la partie
réelle des valeurs propres de la matrice jacobienne J est différente de zéro en (x.,y.),
les propriétés dynamiques du systéme initial (1.3) sont les mémes que celles du systéme

linéarisé (1.4) au voisinage de l'origine 0.
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1.5.2 Premiére méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La premiére méthode de Lyapunov se base sur I’analyse du comportement du systéme
non linéaire autour de son point d’équilibre z. (linéarisé ce systéme au voisinage de z. ).

Donc, on étudie les valeurs propres A; du systéme de la matrice Jacobienne

of of
B oxr O
R

or Oy R

déduite au point d’équilibre z, du systéme (1.4)

1.5.3 Deuxiéme méthode de Lyapunov (méthode directe)

L’objectif de la seconde méthode de Lyapunov est d’étudier le comportement des so-
lutions (trajectoires) au voisinage d’un point d’équilibre sans la connaissance explicite
de ces dernieres. Cette méthode est basée sur 'utilisation de fonctions auxiliaires possé-
dant certaines propriétés de positivité, et permet de conclure sur la stabilité d’'un point
équilibre par I’étude de ’évolution de telles fonctions le long des trajectoires du systeme.
Relativement aux systemes du type (1.4), le théoreme suivant donne des conditions pour

la stabilité autour de l’origine.

Théoréme 1.5.1 Soit x. = 0 un point d’équilibre du systéme (1.4) et U C R™ contenant
x. = 0 s’il emiste une fonction V de classe C* telle que

1. V(0) =0 et V(z) >0 dans U\{0}.

2. V'(z) <0 dans U.
Alors x, = 0 est stable. De plus,

3. St V'(z) <0 dans U\{0} alors x. =0 est asymptotiquement stable.

Notons que le théoreme (1.5.1) garantit la stabilité dans un sens local, ¢’est-a-dire, la

stabilité n’est assurée que dans un voisinage de l’origine contenu dans ’ensemble U pour
lequel la fonction V' (z) vérifie les conditions (1) et (2) ou (1) et (3).

Supposons maintenant, qu’un systeme présente la propriété suivante : pour toute
condition initiale dans l'espace d’état , i.e., Vzy € R", la convergence des trajectoires
vers 1'origine est garantie. Dans ce cas, la stabilité asymptotique du systeme est obtenue

dans un sens global.

Définition 1.5.1 Si pour tout o € R", la trajectoire respective p(t, xq) du systeme (1.4)
converge vers l'origine quand t — 400 , alors l'origine est dite globalement asymptotique-
ment stable.
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Il est donc intéressant d’établir sous quelles conditions on peut initialiser le systeme
aussi loin que 'on veut et garantir que la trajectoire converge vers l'origine.

L’idée immédiate serait d’utiliser le théoreme (1.5.1) en considérant U = R" . Ce-
pendant, cela n’est pas suffisant. En fait : il est nécessaire aussi que V' (x) soit une fonction
radialement non-bornée (condition (2) ci-apres). Ces conditions sont exprimées dans le

théoreme suivant :

Théoréme 1.5.2 Soit l'origine (x = 0) un point d’équilibre du systeme (1.4). Soit la
fonction V : R™ — R une fonction continue dans R™, si :

1. V(0) =0 et V(z) >0, Yz #0,
3. V'(z(t)) <0, Vo #0,

Alors Dorigine est globalement asymptotiqguement stable.

La difficulté majeure de la deuxieme méthode de Lyapunov réside dans le choix de la
"bonne" fonction. Malheureusement, il n’existe pas de méthode systématique pour la dé-
termination de fonctions de Lyapunov. En général, le choix de la fonction fait appel a 'ex-
périence du concepteur. Dans des cas particuliers (systemes mécaniques et/ou électriques,
par exemple), on peut faire appel a 'interprétation physique du théoreme de Lyapunov
et choisir des fonctions représentant I’énergie du systeme. Dans ce cas, si 1’énergie est
dissipée le long des trajectoires du systeme, la fonction sera potentiellement une fonction

de Lyapunov.
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2.1 Introduction

Considérons maintenant 'ODE autonome d’ordre un :

dx
{ a :f(x,,u) (2‘1)

reRetpelR

avec f € C'(R) (pour simplifier on note x = z(t)). L’objectif est maintenant d’explorer le
nombre d’équilibres x. qui va dépendre de la valeur de p et leur stabilité lorsque p évolue

le long de R : pu est alors appelé paramétre de bifurcation.

Définition 2.1.1 Une bifurcation est un changement qualitatif dans la dynamique d’un
systeme lors d’un changement des valeurs des paramétres.

On défini les valeurs de bifurcation du systéme (2.1) comme étant les valeurs de p telle
que la jacobienne J = D, f(x, u) calculée au point d’équilibre x. a une valeur propre nulle.

Définition 2.1.2 L’équation

f(x,p) =0

permet de trouver les coordonnées des points d’équilibres, défini une équation dans le plan
(x, 1) appelée diagramme de bifurcation.

Dans le suite de cette partie, nous présentons les bifurcations les plus simples et les théo-

rémes généraux décrivant la structure des champs de vecteurs qui les subissent.

2.2 Classification des bifurcations des points d’équilibre

Dans cette section, nous débutons en donnant un tableau illustrant certaines de ces
bifurcations, un déploiement universel en dimension 1 (resp. 2 en coordonnées polaires
pour la bifurcation de Hopf) et un schéma de I’évolution du portrait de phase en fonction
du paramétre de bifurcation p au voisinage de la valeur de bifurcation p = 0.( voire : [1],
[9], [10], [17], [5])

La bifurcation col-noeud et la bifurcation de Hopf sont les deux bifurcations de points
singuliers de codimension 1 dites génériques (cette notion sera précisée dans la suite). Ce-
pendant, d’autres bifurcations non génériques, principalement la bifurcation transcritique
et la fourche, sont importantes pour la compréhension des portraits de phase des modéles

en Sciences du Vivant. A ce titre, nous les présentons également.
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Col-Noeud (ou Pli) Transcritique Fourche Hopl

w
¥ i 1 T T {4
-
oF -~
iy v

e Liznes bleues pleines ; lien des points singuliers stables;

¢ Lignes bleues pointillées : lien des points singuliers instables ;
e Lignes noires avec Héches : orbites et orientation du Hot:

o Surface rouge @ famille de cveles limites.

Fig 2.1 : tableau illustrant certaines de ces bifurcations, un déploiement
universel en dimension 1 (resp. 2 en coordonnées polaires pour la bifurcation
de Hopf).

2.3 Classification des bifurcations des points d’équilibre

2.3.1 Bifurcation de Noeud-col

Son nom vient du fait que lors de cette bifurcation pour un systéme plan, un point du
type col et un point de type noeud se rejoignent et disparaissent. Nous allons considérer

I’équation différentielle suivante :

= f(zx, p), avec r€R, peR (2.2)

et f: R xR — R une fonction suffisamment réguliére. Supposons que f posséde pour

4 = 0 un point d’équilibre non hyperbolique i.e.

1. £(0,0) = 0;
of B
2. 5(0.0)=0

et deux autres conditions
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32f
72

of

55(0,0) #0.
4.
On cherche & transformer le systéme (2.2) sous la forme

T = p+ % (2.3)

par des changements de coordonnées et de paramétres et sous les conditions imposées en
1,2,3 et 4.
étape 1 : on fait un changement de variables par translation. On pose ( = x + 9, on fait

le dl de f au voisinage de z = 0,

of

fz, 1) = f(0, p) +a5-(0, M)Jr“"_a f

5 @(O, ©) + O(z?).

On obtient une équation différentielle en ¢

¢ = 0= Zr0. ws+ 35510, w3 + 0

50w - She s o] ¢+ |50 m 00| ¢ o)

On cherche & annuler le terme linéaire de I'équation (2.4) On cherche donc 6 = §(u)

tel que F'(u, o6(p)) =0, avec

P 5()) = 20, - T 0,06 + 0(8)

On utilise le théoréme des fonctions implicites :

0ot Y002 P
On a F(0,0) =0 et —(0,0) = ——-5(0,0) # 0

U e V(0), V e V(0), tel que F(u, 6) =0, Yue U et 6(0) =0

V(p, 6) €U XV, F(u, 6) =0=6=20(n)
avec

OF

dé
5) = 50 =~
OF 82 f 93 f
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OF o2
5ﬂm):—aém®+0@
82
Gugx (0,0)
(p) = 0(0) + pd'(0) = i + O(p?),
2;55(070)
alors
/ of 19*f 102f
¢ =z{f@%u)—-5;(0,u)é+—§5§§(a uyﬁ-%cx53ﬂ +.{§555

On fait le dl de f au voisinage de u = 0 jusqu’a 'ordre 2, on obtient

102f

¢ = G0 rou)| + |55 50.0 4 00)] ¢+ o))

étape 2 : introduire un nouveau parametre

Soit
0
r=r(p) = u%(O, 0) + pp (1)
On a
/ of
=0 0) =—=(0,0
(0) =0t 7(0) = 55(0.0)
a On suppose
of
Eﬂ;(ovo):#:o

29

<am+owﬂ@+m@>

Théoréme des fonctions implicites : il existe 1 = u(r), pour tout r € V (0) tel que ©(0) = 0.

¢=r+a(r)*+0(%
avec

82
a(0) = 5 95(0,0) £ 0
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étape 3 : Soit

n=la(r)|¢, B = la(r)|p

W= la(r)|¢" = rla(r)| + la(r)a(r)¢® + |a(r)|O(C)
W= rla()|+sn’ + la(r)|0(¢%) = B+ sn’ + O(r’)

ou s = £signe(a(0) ) = £1

2.3.2 Bifurcation de Noeud-col : Equivalence topologique

Proposition 2.3.1 L’équation
2’ = p+ 2%+ O(2”)

est localement topologiquement équivalente au voisinage de ['origine a

¥ = p+2?

Théoréme 2.3.1 On suppose que 'équation ' = f(x,p),x € R, p € R avec f réguliére,
posséde en p = 0 un point d’équilibre x = 0 non hyperbolique.
On suppose de plus que

9% f
@(O’ O) 7é 0

et

of
@(07 0) 7é 0,

alors, il existe un changement de variables et de paramétres qui transforme cette équation
sous la forme.

n =8+

Finallement, nous avons les conditions nécessaires dans lesquelles les deux exigences

posées au début sont satisfaites.
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Théoréme 2.3.2 Soit
= f(x, p), avec xR, peR

et f:R xR — R une fonction suffisamment réquliére et que (0,0) est un point d’équilibre

0
non-hyperbolique (c.a.d f(0,0) =0; 8—£(O, 0)=0).
Pour que la bifurcation du neeud de col se produise 4 (x, u) = (0,0), nous devons avoir;
of
1. —(0,0 0
8u( ) ) # ?
0 f
2. 55(0,0) 0.

Exemple 2.3.1 (Bifurcation noeud-col des champs de vecteurs.)

La forme normale est donnée par :

dz
azu—l-xg, peR

1. Pour p < 0 léquation p+ x> = 0 admet deux points d’équilibre : v} = —\/—pu et

2 = \/—q.
2. Pour =0, 22 = 0 admet un seul point d’équilibre non hyperbolique x. = 0.

3. > 0, Uéquation 2’ = pu + x? n'admet pas de points d’équilibre x > 0, Vu € R,
toutes les trajectoires tendent vers l'infini
Portrait de phase

Si on fait tendre p vers 0, on constate que les deuz points d’équilibre zl = —/—u
(stable) et et x> = \/—pu (instable) se rapprochent et pour p = 0, ils fusionnent en un

point d’équilibre x, = 0 qui est non hyperbolique.

[] * | — 1 = = e

T

= — T
()
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Diagramme de bifurcation

La bifurcation noeudcol consiste en la collision d’un noeud et d’un col qui s annihilent
["un Dautre.

77 { point imstable FORME FORME
-‘\._\_L NOBRMAILE SOUS-CRITIQUE

Ta
/ pinttable k-‘_‘“-'-\

Fig 2.2 : Diagramme de bifurcation de Noeud-col.

Exemple 2.3.2 on considére le systéme suiwvant avec le paramétre i € R

{w’ = fi(z,y,p) =y
Yy = flr,yp) =2>—y—p

les points critiques de ce systéme et qui dépendent de la valeur de p vérifient :

=+
filz,y,u) =y =0 - 22 = p - i:_ﬁ
f2<x7y7,u) :$2—y—lu:() yIO yZO

Donc les points critiques sont

zo1 = (++v/#,0), 2oz = (—+/1,0)

On a
on on
) 0 0 1
Df(w,#):A:J(m,y,u): 8}2 3}/2 :[295 —1}
or Oy

tr(A) = —1,det(A) = —2z

Pour le premier point critique xg; = (—i—\/ﬁ, 0), nous avons

0 1
Dol = (o5 1)
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Les valeurs propres vérifient :

1

— —A — 2 —
det|A—)\I|_’2\/ﬁ _1_M'_o<:m +A-2/=0

A=1+8yn

Pour p > 0 = A > 0.Dans ce cas ’équation caractéristiques posséde deuz solutions

(valeurs propres) réelles

\ (A +VA -1+ /T8
\ _ tr(4) VA —1—,/21+8\/ﬁ

2 2

Or

AM+A=-1<0
>\1><>\2:—2\/[_L

on conclut qu’elles sont de signe différent,d’ot xo1 = (4+/it,0) est du type col qui est

instable. Pour le deuziéme point critique xoy = (—+/i,0), nous avons

0 1
ot (s )

les valeurs propres vérifient :

- 1
det|A—)\I\_‘_ i _1_A’_0
SN +A+2y/p=0
A=1-8u

on discute trois cas selon le signe du discriminant /.

1
1. A>01-8/u>0&pu< a,l’équation caractéristiques admet deux solutions

réelles

A VE 1t TR

\ _tr(A)Q—\/Z_ —1—«/21—8\/ﬁ
T 2 2
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Or

AM+A=—-1<0
/\1X/\2:2\/ﬁ

donc ces deux valeurs propres sont de méme signe négatif,d’ou le point xoo est un

. 1
point noeud srable pour 0 < p < 61

1 1
2A=0&1-8/n=0&pu= @’)\1 =\ = —5 < 0,donc xpy est un "noeud

stable”.

1
3. A<0<:>1—8\/ﬁ<0<:>u>6—4,

N e e VA VI
1: =

2 2
P 7 s Bt VAT
2: =

2 2

avec

1
RG()\l,)\g) = —5 <0

donc oo est un "foyer stable” pour p > 61

Le diagramme de cette bifurcation est donné par ’équation

_ fl(x7y7:u) =Yy =
f(x’y’m_()@{ folw,y,p) = —y—p=

s u—at=

2.3.3 Bifurcation transcritique

Nous allons considérer ’équation différentielle suivante :

= f(z, p), avec v €R, p R

of

et f: R x R — R une fonction suffisamment réguliére avec f(0,0) =0; a—(O7 0)=0
T
(c.a.d que (0,0) est un point d’équilibre non-hyperbolique) et de plus on supposons
of o0 f 0 f
’ —(0,0) =0, —(0,0 0 et 0,0 0.
quona‘alu(7 ) 78.’132(’ )7é € axau(7 )#
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Encore une fois, nous avons un équilibre non hyperbolique a l'origine, c¢’est-a-dire

of

pu— t —_— pu— .
f(0,0)=0e 8x(0’0) 0
Aussi, nécessairement
of
—(0,0)=0
(0.0

sinon, le théoréme de la fonction implicite dirait qu’il existe une courbe unique d’équilibres
passant par l'origine.
Fixons = 0 comme une courbe d’équilibre passant par 'origine. Ensuite, on peut

écrire
o' = flz, p) = aF(z, p)
ou
Pl w =1 a£,
————=~ pour x =0
ox

Le cas ot z = 0 vient de la définition de la dérivée :

af 1 f(a:,u)—f((),,u)
%(0’ 2 _alcli% x—0

Nous vérifions, que

F(0,0) = 0
OF o f
02F 9 f
W(O,O) = @(070)
et
OF 92 f

@( ) ): al‘a,u(o’o)

Comme x = 0 donne une courbe d’équilibre, F' doit définir I’autre courbe. Comme il doit

étre unique, nous exigeons

oF

0—ﬂ(0,0) 40,
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Alors, par le théoréme de la fonction implicite il existe un unique p(z), s.t. F(z, p(x)) =0
pour petit x. Nous ne voulons pas que ce soit la courbe z = 0, et nous voulons qu’elle

existe des deux coHtés de 'axe des x :

L) <. 25)

oF
wl¥=or
o’
ou en utilisant f nous avons
0 f
d—'u(O) - @(070)
de> ' 0*f (0 O).
Oz
2
Pour que (2.5) soit satisfait il faut 88330];(0’ 0) = g—Z(O, 0) # 0, ce qui est vrai , et
o0 f
@(07 0) # 0.

Théoréme 2.3.3 Soit

= f(x, p), avec xR, peR

et f:R xR — R une fonction suffisamment réguliére avec f(0,0) = 0; g—f(0,0) =0
T

(c.a.d que (0,0) est un point d’équilibre non-hyperbolique)
Pour que la bifurcation transcritique se produise & (x, p) = (0,0) nous avons

of
1. — =
au(()?O) 07

0% f

(0,0) # 0,

Oxdu
0% f

8. 5-5(0.0) #0.
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2.3.4 Bifurcation transcritique : Equivalence topologique

Théoréme 2.3.4 soit I’équation

x’ = f({L’,M) = 939(%#)

supposons que ce systeme posséde un point d’équilibre non hyperbolique au point v = 0,
0 )
w = 0, vérifiant g(0,0) = 0, 8_9(0’0) # 0, 8_g(0’ 0) # 0. Alors au voisinage de (0,0),
x 1
I’équation est localement topologiquement équivalente a la forme normale suivante :

n = tun £ n?

qui donne liew a la bifurcation transcritique

Exemple 2.3.3 La forme normale d’une bifurcation transcritique est donnée par :

= px + 2, uweR

1. <0, Uéguation précédente admet deux points d’équilibre : xl =0 et 22 = —pp > 0
of . 4
(a) 8_(0’ ) = p <0 donc x) =0 est asymptotiquement stable.
x
of

(b) %(O, —p) = —p >0, 22 = —pu est instable
2. u =0, l’équation

:L'/:£IZ'2

admet un point d’équilibre non hyperbolique x. = 0
3. u >0, Uéquation
¥ =px + a®

admet deuz points d’équilibre 1 = 0 et 12 = —p < 0 et dans ce cas, x! est instable

et ¥ est asymptotiquement stable.

Portrait de phase

Le nombre de points d’équilibre est conservé mais leur nature change a la valeur de
bifurcation p = 0.

A cette valeur, un point fize stable et un point fize instable se croisent en échangeant

leur stabilité.
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=0 . .
-
t=n - ' 2 x
- -
/ 0
tatie bl
0 e ) x

Bifurcation transcritique : Diagramme de bifurcation

L’origine, qui est stable pour p < 0, devient in- stable pour p > 0, alors que le point

d’équilibre x* passe d’instable o stable.

Fig 2.3 : Diagramme de bifurcation 3 transcritique.

Remarque 2.3.1 Les conditions sur f sont données par

9 10 01— 0. ¥ 100
5, (0:0) =0, 50,0 =0,

o0 f 0 f

£(0,0) =0,

Exemple 2.3.4 Considérons le systéme suivant avec le paramétre p € R

=y
= pr — 1%~y

fl(xayJub)
fQ(ZE,y,M)
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les points critiques sont xo1 = (0,0), 202 = (1,0) On a

on o
) B 0 1

Dfayw =A=J(x,y.p) = 3_?2 ‘9_}/2 :L—% —1]
oxr Oy

tr(A) = —1,det(A) = —p + 2.

Pour le premier point critique xo; = (0,0)

0 1
D(O,O)f_ <,U _1)

Les valeurs propres vérifient

S\ 1'20

det‘A_)\[‘:‘u—l—)\
SN+A—pu=0
A=1+4u

donc il y a trois cas d’aprés le signe de discriminant

1
1.A>0&1+4u>0 pu> T on obtient deuz valeurs propres réelles

\ (A + VA 14T+
= =

WA VA _—1- JTF T

Ay — —
2 9 2

de plus

M+ =—-1<0
>\1><>\2 = —U

ausst il y a deuz cas

(a) Si X\ xXA=—pu>0& <0, dnec <0 et <0, d’ot zo; = (0,0) est un
"noeud stable"”

(b) Sidi xXXdo=—p<0< u>0,A et \y sont de signe différent, d’ot x¢; = (0,0)
est un point "col point” qui est toujours instable.

1 1
2.A:O<:>1+4u:0<:>u:—z,)\1:)\2:—§<O, done xg = (0,0) est un

"noeud stable’



40 Introduction a la théorie des bifurcations

1
3. A<O<:)1—l—4,u<04:),u<—1 donc

= —1+iv/1+4p
e 2
NS R EET
2:

2

avec Re(A1,\2) < 0, donc xo; = (0,0) est un "foyer stable".

Pour le deuxiéme point critique xoy = (1, 0) :

Les valeurs propres vérifient

=0

det| A — | = ’ - 1‘

w—1—=A
SANHA—pu=0
A=1-—4u

donc il y a trois cas selon le signe de discriminant

1
(a)A>0<:>1—4u>O<:>,u<Z—l,0na

_tr(A)+\/Z:—1+m

AL =
2 2
) _tT(A)—\/Z_—l—\/l—ZL[L
2T 2 B 2
de plus
Al+A =—-1<0
)\1X)\2 = u

ausst il y a deux cas

1
. Si)\lx)\gz,u>0:>0<,u<zz>)\1<0et)\2<07 on a un "noeud

stable”
1. ST A XA =pu<0= pu< 0= A\ et \y sont de signe différent, on a
donc un "point col” instable.

1 1
(b)A:O<:>1+—4,u:0<:>u:1,)\1:)\2:—§<O, donc on a un "noeud

stable”
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1
(c) A<= 1—-4u<0spu>

Z:
= —1+4+1iy/1 —4p
e 2
\ —1—iy/1—4pu
2:
2

avec Re(A1,\2) <0, on a un "foyer stable’.

Le diagramme de cette bifurcation est donnée par [’équation

(0 =0

f(x7y7,u’):() A {um—xQ—y =0

& w(r—p)=

2.3.5 Bifurcation fourche

Nous allons considérer l’équation différentielle suivante :

= f(x, p), avec r€R, peR

el f:R xR — R une fonction suffisamment réguliéere avec f(0,0) =0; g(o, 0)=0
x
(c.a.d que (0,0) est un point d’équilibre non-hyperbolique) et de plus on supposons qu’on
of 0 f o0 f 0?
Par un développment limité au voisinage de [’origine on trouve :
B af af o0 f ,0°f L f
Bf o0 f
_.3YJ
=5 (0,0) + xuaxau((), 0).
Posons
Rf
A = $(O, 0)#0
0 f
B —
970 M(O’ 0) #0

notre équation devient :
/ 3
x' = Ax” + Bxu
Encore une fois, nous avons un équilibre non hyperbolique a l'origine, c’est-a-dire

f(0,0) =0
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of

52(0,0) = 0.
Aussi, nécessairement

of

—(0,0) =0

5, 0.0)

sinon, le théoréme de la fonction implicite dirait qu’il existe une courbe unique d’équilibres
passant par l’origine.

Fizons x = 0 comme une courbe d’équilibre passant par l'origine. Ensuite, on peut

écrire
¥ = f(z, g) = 2F(z, 1)
ot
AT pour x #0
Pl ) =9 a5,
———= pour x=0
ox

Le cas ou x = 0 vient de la définition de la dérivée :

Nous vérifions, que
F(0,0) = 0
OF 0% f
O*F 03 f
@(0»0) = %(0,0)
et
OF 0% f

donc nous pouvons a présent appliquer le théoréem des fonctions implicites a F : Montrons

dp, d*u
OF OF OF dpu

%(x7#($)) =0= %(:B,u(x)) + E(IE,M(@) (z)

dr
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remplacons x par 0 on obtient :

OF 9 f
gy~ 00 9200
dx OF 0% f

—(0,0

Gu( ) ax&u(o’o)

c.a.d la courbe des points fixes est tangente a la courbe =0 en z =0

2

leulons — (0
calculons d:c2<)

o () = 0= T L () = 0

PF O*F du 0 0F du
O’F 0*F du oF d*p 0?F du
0= -z u)+ 28:138”(17,#(@)%(@ + a(% @) 7 (@) + a—/ﬂ(%ﬂ(f))%(x)
En différenciant implicitement 0 = F(x, u(x)), on obtient
0P?F
Py 5,2 0.0)
20 = —m # 0
o’
Théoréeme 2.3.5 Soit
= f(x, p), avec xR, peR
. . of
et f:R xR — R une fonction suffisamment réguliére avec f(0,0) = 0; 8—(0, 0)=0
T

(c.a.d que (0,0) est un point d’équilibre non-hyperbolique)
Pour que la bifurcation de la fourche se produise a (x, u) = (0,0), nous devons avoir;

of
1 5,0.0£0

9% f

(0,0) # 0

Oxdu
Bf
3. 55(0,0) #£0
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2.3.6 Bifurcation fourche : Equivalence topologique

Théoréme 2.3.6 soit l’équation

o' = f(x,p)

=0, vérifiant

1. £(0,0) =0,

2. %(0,0) =0,
3. g—i(o,()) =0,
/. %(0,0) —0,
5. aéféfﬂ((),O) £0,
6. %(0,0) £ 0.

forme normale suivante :

n' =n(xp+n?)

qui donne lieu a la bifurcation fourche

supposons que ce systeme posséde un point d’équilibre non hyperbolique au point x = 0,

Alors au wvoisinage de (0,0), Uéquation est localement topologiquement équivalente a la

Ezemple 2.3.5 La forme normale d’une bifurcation fourche est donnée par :
¥= —2*=a2(p—2*%), peR

1. u <0, l’égquation précédente admel un seul point d’équilibre : x. = 0 asymptotiquement
stable.

2. 1 =0, l’équation devient ' = x> admet un point d’équilibre non hyperbolique x. = 0

cependant si x > 0, alors ©’ < 0 et si x <0, alors ¥’ > 0, par conséquent ’origine est

asymptotiquement stable.

3. u > 0, Uéquation ' = px — 23 admet trois points d’équilibre x} = 0, 22 = —\/c et
a2 = /i Le point x} = 0 est instable el a2 = —\/p, x2 = /i sont deux points

e

d’équilibre asymptotiquement stables.

¥ =2l — Az + VA
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Portrait de phase

o=

it =0

Bifurcation fourche :

LN o | W ) L
rara 1 ‘S I A LI rd
Wl 0 T
stabile
ALY | e 2 X
rard ::I Al s

Diagramme de bifurcation

45

Ce diagramme montre que pour la valeur de bifurcation p = 0, le nombre de points

d’équilibre passe de un a trois. Le point d’équi- libre situé a ['origine, qui est stable pour

p < 0, devient instable pour p > 0 en s’entourant de deux points d’équi- libre stables +./u

cos olpho = O

FORME TNMORMALE

cos olpho = O

FORME SOUS CRITIQUE

Fig 2.4 : Diagramme de bifurcation fourche.

Ezxemple 2.3.6 Considérons le systéme suivant avec le paramétre u € R

{ JI/ fl(xayvlub) =
Y = faolw,y, 1)

=pr —1° —y
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les points critiques vérifient

{x’ =y=0

y =pr—a®—y=0
r =0

v = VR
T =—\/H
y =0

Donc les points critiques sont

zo1 = (0,0), o2 = (V,0), o3 = (—/1,0)

On a
o5 oh
or 0 0 1
Df(xvy,u):A:J(x’y’M): 8]%2 3]%/2 :[M—3x2 —1}
dr Oy

tr(A) = —1,det(A) = —p + 322

Pour le premier point critique xo; = (0,0)

0 1
D(O,O)f - (ILL _1)

Les valeurs propres vérifient

=0

det| A — M| = ‘ - 1'

pw—1—=X
SN+A—pu=0
A=1+4u

donc il y a trois cas selon le signe de discriminant

1
1. A>O<:>1+4u>0<:>,u>—1,0na

tr(A)+vVA  —1+/T+4p
B 2

)\1:
2
) Ctr(A) - VA —1— T+ 4p
2 2 B 2
de plus
AM+A =—1<0
)\1)()\2 = —U

aussi il y a deux cas
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(a) Si Ay X X=—p>0 pu<0, donec <0 et <0, dot zg; = (0,0) est un

"noeud stable”
(b) Sid xX=—p<0s pu>0A et Ay sont de signe différent, d’ot xo; = (0,0)
est un point col qui est toujours instable.
1 1
2. A=014+4p=0&p= _Z’/\l =\ = —5 < 0, donc xo1 = (0,0) est un "noeud

stable”

1
3. A<O<:>1+4u<0<:>,u<—17

\ —1+iv1+4+4p
1:
2

NS S VAR T
,—

N 2

avec Re(A1,\2) <0, zg; = (0,0) est donc un "foyer stable’.

Pour le deuziéme point critique xoy = (,0) :

0 1
D(\/ﬁ,o)f: <_2M _1)

Les valeurs propres vérifient

=0

det| A — | :‘ - 1‘

—2p—-1-=2A

SN FEA+2u=0
A=1-8u

done il y a trois cas selon le signe du discriminant

1
1. A>O<:>1—8,u>0<:>u<§, on a

_ )+ VA _ 1+ VI

A =
2 2
\ tr(AH)-vVA  —1-T=38u
2T 2 B 2
de plus
AM+AN =—1<0
)\1)()\2 :2,u

il y a un seul cas

SSEAM XA =2u>0 A <0 et Ay <0, z90 = (\/ﬁ, 0) est un "noeud stable”
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1 1
2. A=0&1-8u=0&pu= §’)‘1 =\ = —3 < 0, donc xo1 = (0,0) est un "noeud
stable”

1
3. A<O<:>1—8/L<O<:>/L>§,

v LT 8
1

2
N S VAT
2:
2

avec Re(A1, A2) < 0,202 = (y/11,0) est donc un "foyer stable”.

Pour le troisiéme point critique xo3 = (—/1t,0) :

0 1
D(*\/ﬁvo)f: (_Q,U _1)

Les valeurs propres vérifient

=0

det| A — A :‘ - 1‘

—2u—1— A

SN+ A+2u=0
A=1-8u
Cette étude est similaire a celle du point critique xoz, donc le point xo3 est symétrique a

Zo2-
Le diagramme de cette bifurcation est donnée par l’équation

r(p—2*) =0

2.3.7 Bifurcation hystérésis
Soit I’équation différentielle
(1) 2 =p+z—a?
que l'on peut réécrire sous la forme

$,:ﬂ+f(xv O)

avec f(z, 0) = — a3,

Les points d’équilibre se trouvent & l'intersection de la courbe f(x, 0) =z — 2% et la

droite x = —p
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. 2 . L .
1. sipu> g\/g, (1) admet un point d’équi- libre unique AS.

2 2
2. si —g\/g < p < g\/g, (1) ad met 3 points d’équilibre un point d’équilibre instable

entouré de deux points d’équilibre AS.

2
3.8t pu < —5\/5, (1) admet & nouveau un point d’équilibre unique AS.

Cycle d’hystérésis

2
Pour les valeurs du parameétre p = :I:gx/g, le nombre de points d’équilibre passe passe

de un a trois et a nouveau repasse & un seul point.

2.3.8 Bifurcation de Hopf

Le bifurcaion de Hopf est apparition ou la disparition d’une solution périodique, d’un
point d’équilibre quand le paramétre passe par une valeur critique p*. Ceci sa produit
quand la paire des valeurs propres conjuguées du systéme linéarisé au point d’équilibre de-
viennent imaginaires pures. Ceci implique que la bifurcation de Hopf est pour les systémes
de dimension n > 2.

Pour un tour d’horizon plus général sur les bifurcations de Hopf et leurs applications

notamment en physique et en électrniq

2.4 Théoréme de Hartmann-Grofsman

Le théoréeme prouvé indépendammant par Hartmann en 1960 et de Grofiman en 1959,
précise que la structure d’une trajectoire d’un systéme prés d’un point d’équilibre a quali-
tativement la méme structure qu’une trajectoire donnée par le systéme linéarisé.

On suppose que la jacobienne J du systéme (2.1) admet des valeurs propres avec partie

réelle non nulle.

2.4.1 Théoréme Poincaré-Bendixson [Str94]
Ensembles w- limite et o — limite

Soit le systeme (2.1) avec f € C™(U C R?), r > 1. On notera ¢(.) le flot correspon-
dant.
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Définition 2.4.1 1. ¢ € R? est appelé un point w— limite de p € R? si et seulement
si il existe (tp)n, tn — 400 tel que ¢y, (p) — q.
2. q € R? est appelé un point a—limite de p € R2sietseulementsiilexiste (t,),,

t, — —oo tel que ¢y, (p) — q.

Notation

w(p) = ensemble des points w— limite de p.

a(p) = ensemble des points a— limite de p.

Théoréme Poincaré-Bendixson

Théoréme 2.4.1 Un ensemble w— limite non vide compact du systéeme (2.1), qui ne
contient pas de point d’équilibre est une orbite périodique. C’est-a-dire, si on suit une
courbe intégrale d’un chamyp de vecteurs dans une surface compacte, il ne peut se passer
que deux choses :

1. on s’approche d’un point d’équilibre du champ de vecteurs.

2. on s’approche d’un cycle limite.

2.5 Recherche d’une orbite périodique

2.5.1 Critére de Bendixson

Soit le systéeme (2.1) avec f € CY(U C R?). On notera ¢.(.) le flot correspondant.

Théoréme 2.5.1 [15] Supposons que le sous-ensemble U est un ouvert simplement

conneze de R? .
St la divergence divf est de signe constant et non identiquement nulle, alors le

systeme n’a aucune orbite périodique incluse dans U.
On dit ausst qu’il n’y a pas de cycle limate.

Ce théoreme nous permet d’isoler des valeurs du paramétre de bifurcation, pour les-quelles

il n’y a pas d’orbites périodiques.

Remarque 2.5.1 [1] Si divf =0, le flot conserve le volume de tout domaine.

Remarque 2.5.2 Un systéme dynamique 6 I'état stationnaire (attracteur : point limite)

peut devenir oscillatoire (attracteur : cycle limite) par franchissement d’une valeur critique

du paramétre de controle.
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Définition 2.5.1 [15] Un cycle limite est une courbe fermée dans l'espace des phases.

1l refiete la périodicité du mouvement et son caractére oscillatoire.

Définition 2.5.2 [27] Une orbite homocline du systéme (2.1) est une solution bornée,
qui tend vers un point d’équilibre lorsque t — +o00.
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2.6 Bifurcation Poincaré-Andronov-Hopf

Théoréme 2.6.1 de Poincaré-Andronov-Hopf [4] Soit le systéme dynamique sui-
vant :

o' = f(x,y)

2.2 ’ eR
( ){y’zg(w,y) :

Supposons que le systéme admet un point d’équilibre de coordonnées (x.(u),ye(p)). Soit

J(ze(1),ye(pr)) la matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre. Supposons que les va-

leurs propres de la matrice Jacobienne sont complexes conjuguées et s’écrivent sous la
forme

A2 = a(p) £1ib(p)

avec a(p) = R(A12) la partie réelle et b(p) = S(A12) la partie imaginaire. Soit p* une
valeur particuliére du parametre p pour laquelle on a

a(p) = 0,b(u") #0

da(p")
—=#0
o 7
Alors, si &La(u ) > 0, trois cas sont possibles :
1

1. Lorsque p = p*, il existe des trajectoires concentriques autour de (xe(p1*), ye(p*)) -
Le point d’équilibre (ze(u*), ye(1*)) correspond alors & des centres.

On parle de bifurcation de Hopf dégénérée
2. Lorsque p = p*, le point d’équilibre (z.(p*),y.(1*)) est asymptotiquement stable,
et 3 p > p* /) Yu vérifiant pt < p < @il existe, autour de (xo(u*),ye(n*)) qui
est instable, un cycle limite asymptotiquement stable dont 'amplitude est
proportionnelle a v/ — p* .

On parle de bifurcation de Hopf super-critique
3. Lorsque p = p*, le point d’équilibre (zo(u*),y.(u*)) est instable, et 3 @ > p* /
Y vérifiant pn < p < p* il existe, autour de (z.(u*),y*(n*)) qui est asymptoti-
qguement stable, un cycle limite instable dont 'amplitude est proportionnelle
a\/p— pr.
On parle de bifurcation de Hopf sous-critique
de plus, soit iy U'indice de MARSDEN-MCCRACKEN tel que :
1

T 163 () ()
O’F 0*°G  0°F 0*°F  0°G 9°G  0°G 0*°G  O°F 0°F  O9*F 0°G  O°F
<_ 0x? O0x? * ox2 Oxdy  0x2 Oxdy  Oy2 Oxdy * oy? dx0dy * oy? 0y? + 8:1:3>
PF PG PG
(&Bay? + 0x20y + 8y3)

A~

ot chacune des fonctions F' et G représente la partie non linéaire du systéme, les fonctions
F et G représentent chacune la transformée par la matrice de passage (ou de changement
de base) des fonctions F et G respectivement.
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1l existe plusieurs approches et plusieurs références pour la démonstration du théoréme

P-A-H, nous renvoyons le lecteur par exemple & [8] Le calcul de ¢; permet de distinguer
différents cas.

¢ <0 c >0
OR(A12) <0 W< pe eq.inst.et orb.per.st. W< e eq.inst.et pas orb.per.st.
o e > e eq.st.et pas orb.per. n> e eq.st.et pas orb.per.
OR(\12) -0 W< pe eq.st.et pas orb.per. W< . eq.st.el pas orb.per.
o - > e eq.inst.et orb.per.st. > e eq.inst.et pas orb.per.

eq : équilibre, orb : orbite, per : périodique,st : stable, inst : instable,

-;.ﬂ'_‘\:'-E 'r.l"l"l'li 'E-'!Iﬂa -L'I'|$ L.-'IDfEl """I..!

stable unsiable aquilibrium ] enquilibrivem _unsiable
aquilibrium aquilibrusm
oo CCAE =Ti=tahy
||,I'|"-|1- I!r., - ﬂ'.'l'?w
2= e
T f [ o ; ]
— 111 l — YT Y
‘ B I-"m

Fig 2.5 : A gauche, la bifurcation super-critique. A droite, la bifurcation

sous-critique

Ezemple 2.6.1 (Bifurcation de Hopf dégénérée) Considérons l'équation de Van Der
Pol

2" et —1) =2 +x=0.

On peut d’écrit I’équation de Van Der Pol comme le systéme suivant :

=y,
y = —r+pu(l -2y

Le systéme linéarisé en (0,0) est

o =y,
Yy o=+ .



54 Introduction a la théorie des bifurcations

La matrice du sustéme caculée a l’origine est :

J7(0,0) = <_01 D

On a:
am;kﬂ AiJ:_M”_M+1
=+ A+ 1
donc si
pe]=2,2]
Alors
A=pu*—4<0.

les valeurs propres de la matrice J sont donc complexe conjuguées et égales a

3. ¢ = 0. Puisque ¢ = 0 donc la condition ¢y # 0 n’est pas vérifiait, on dit dans ce cas

que le bifurcation est dégénérée.

Ezxzemple 2.6.2 (bifurcation de Hopf sur-critique) Considérons le systéme dyna-

mique non linéaire suivant :

dx
ﬁzw—y—w(m”yz),
d—i=x+uy—y($2+y2)-

On remarque que Uorigine (0,0) est un point d’équilibre du systéme.

La matrice jacobienne du systéme calculée a lorigine est :
_(n 1
J_(l u)

A—p  —1
1 A— U

On a
PJ(A):‘ ‘:(z\—u)2+1.

Les valeurs propres de la matrice J sont donc complexes conjuguées et égales a A\ o = pp£i
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99y
aaf: ‘#:0(070)) = 17w = 1

1. sgn(w) = sgn(

dov(p)

—|—0=1=d > 0.
di |u—0

1 1
3- C1 = E [fa:a:x + f:tyy + gxwy +gyyy] + E [(fxy(fa:x + fyy) - g:ty (gx:c +9yy)) - fmcg:m: _'_ fyygyy]

Pf
fmxm = @Lu:O(OaO) - _67
PBf
fxyy = axayg |M=0(070) =-2
g
TTY — — | u= 0,0 = -2
Jzay axzay‘ﬂ 0( )
Pg
Jyyy = ayg ’NZ()(O;O) = —6.
1
On remplace dans a on obtenons : a = E[_(S —2-2—-6]=-1.
1. Puis que c;d = —1.1 = —1 < 0 = il y a une solution périodique pour p > 0.

2. Puis que d = 1 > 0, le point d’équilibre (0,0) est stable pour p < 0 et instable pour
w>0.

3. Puis que c; = —1 < 0 alors la bifurcation est super critique ce qui signifie que [’orbite

périodique est stable.
4. L’amplitude /1t
5. La périodicité T = 2.

Ezemple 2.6.3 (bifurcation de Hopf sous-critique.) On considére celte fois le sys-

téme dynamique non linéaire suivant :

x
o = ey a4y,
Y

On remarque que lorigine (0,0) est un point d’équilibre du systéme.

La matrice jacobienne du systéme calculée a origine est :
_(n —1
e (1 z )

A—p  —1

oy 2
] )\_M‘—()\ )+ 1.

Les valeurs propres de la matrice J sont donc complexes conjuguées et égales a A\ o = p£i
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0
sgn(ew) = sgn(S2],-0(0,0)) = Lw = 1.

da(p)
W|M:0:1:d>0
1 1
C1 = 1_6[fxzx+f:cyy+gx:cy +gyyy] + E[(fccy(fzz+fyy) _gxy(g$$+gyy)) _fzng‘z+fyygyy]
Pf
fzzx == @Lu:O(OuO) - 67
Pf
Joyy = W|u:0(070) =2
Dg
Gray = M‘MZO(()? 0) =2
63

g
Gyyy = 8_y3,’u=0(0a0) = 6.

1
On remplace dans a on obtenons : ¢ = 1—6[6 +2+2+6]=1

. Puis que cyd = 1.1 =1 > 0 = il y a une solution périodique pour pu < 0.

Puis que d = 1 > 0, le point d’équilibre (0,0) est stable pour u < 0 et instable pour
> 0.

Puis que a = 1 > 0 alors la bifurcation est sous-critique ce qui signifie que ['orbite

périodique est instable.
L amplitude \/p

La périodicitée T = 2.
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5] Modéle de Hindmarsh-Rose-2D
3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’étude d’un modéle bidimensionnel qui a été
proposé en 198/ par J.L.Hindmarsh et R.M.Rose. Ce dernier découle d’une modification
du systéme de Fitzhugh-Nagumo [8), lui-méme venant d’une réduction & deuz équations
du systéme o quatre équations de Hodgkin-Huxzley [[18] et [14]].

Le modéle d’activité neuronale Hindmarsh-Rose vise a étudier le comportement d’éclate-
ment de pointe du potentiel de membrane observé dans des expériences réalisées avec un

seul neurone.
Le modéle Hindmarsh-Rose (HR) est basé sur le comportement global du neurone et

son fonctionnement sous-jacent est retiré du processus biologique réel. Bien qu’il soit plus
simple avec moins d’équations et de coefficients directeurs, le modéle HR est précis pour les
neurones observés en biologie et a €Lé créé pour suivre avec précision la sortie d’éclatement
observée chez les mollusques [12]. Des versions électroniques discrétes ont également été
comparées a celles observées dans le systéme stomatogastrique des crustacés ot un degré
élevé de similitude a été observé [5]. Les versions électroniques ont méme remplacé les
neurones retirés d’un générateur de modeéle central d’un homard vivant et ont restauré la
fonctionnalité [30).

Le modele Hindmarsh-Rosed qui décrit la dynamique d’un neurone est donné par un

systeme de deux équations différentielles ordinaires non linéaires, ce modeéle définit par :

(3.1)

¥=y—ad+ar?+1
Y =1—da?—y

o,

x : représente le potentiel de membrane cellulaire.

y : le flux d’ions a travers la membrane.

I : est le courant membranaire ou stimulus externe appliqué, habituellement est pris
comme paramétre de controle.

La variable pertinente est le potentiel de membrane, x(t), qui est écrit en unités sans
dimension, y(t) prennent en compte le transport des ions & travers la membrane & travers
les canauz toniques. Le transport des ions sodium Na™ et potassium K se fait par des
canauz ioniques rapides et sa vitesse est mesurée par y(t), qui est appelée la variable de

pointe.
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3.2 Physiologie des Neurones

3.2.1 Le neurone

Le neurone ou cellule nerveuse est 'unité fondamentale du systéme nerveux constitué
d’un corps cellulaire , dont la taille varie de 4um a 130um, prolongée d’un coté par
des dendrites et de 'autre coté par un axone, lui méme prolongé par des terminaisons

azonales ; llustré par la figure (3.1) ( [21], [4]).

STRUCTURE D'UN NEURONE

CORPS CELLULAIRE
(SOMA)

CELLULAIRE ) / AXON OLIGODENDROCYTE
DENDRITES ~ ___ o« e 1

CELLULE DE SCHWANN —————

TERMINAISON

} AXONALE
BOUTON SYNAPTIQUE L_

Fig 8.1 : Schéma d’un neurone [4].

Comme toutes les cellules, un neurone forme un compartiment microscopique dont le corps
cellulaire contient un cytoplasme, un noyau et une membrane plasmique.

Le cytoplasme est la matrice cellulaire qui contient tous les organites, limité par la
membrane cellulaire ( [7], [4]).

Le noyau se trouve au centre de la cellule, enveloppé dans une membrane nucléaire,
perforée de trous : les pores nucléaires. Ces derniers permettent les échanges avec le cy-
toplasme. Le noyau contient l'information génétique ( [7], [4]).

La membrane cellulaire, ou membrane plasmique, délimite le contour des cellules
et donc le contour du neurone. ( [4], [7]).

Milieu extra-cellulaire

LT

LI L -
\333- TITTTTIYY udd-a T Y

Milieu intra-cellulaire

L h hob
La téte hydrophile IR e

Fig 3.2 : Schéma d’une membrane de neurone, composée d’une bicouche
lipidique [4]
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Les dendrites constituent des prolongements du corps cellulaire possédant des jonc-
tions ou les informations sont recues. Ils permettent 'augmentation de la surface mem-

branaire.
L’azxone est le prolongement du corps cellulaire, donnant naissance a des branches

collatérales, se terminant par de petits renfl ements vers une autre cellule (nerveuse ou
musculaire).

L’espace synaptique est l’espace situé entre les membranes de deux cellules ner-
veuses.

La synapse est constituée de 'ensemble des membranes et l'espace synaptique. Cest

dans ce dernier que se fait le transfert de Uinfl ux nerveuxr d’un neurone & Uautre ([24],

171, 121, [41) )-

3.2.2 Propriétés électriques du neurone

De par sa fonction, le neurone est une cellule de “messagerie”. Les messages

donnés ou recus sont transportés par lintermédiaire d’un influx nerveux.

les scientifi ques ont prouvé que la nature du message nerveuxr spontané est le fait
qu’une contraction musculaire s’accompagne d’une activité électrique. Donc les nerfs et les
muscles en activité donnent naissance & des signaux électriques. L’information nerveuse
était de nature électrique ([11], [2]). Par conséquent, la compréhension de l'infl ux nerveuz
et de son mode de propagation nécessite de comprendre les phénomenes électriques et
chimiques qui la provoquent. Les neurones (cellules excitables) produisent des impulsions
nerveuses en réponse a une excitation appelée stimulus.

Cet influx prend un chemin qui peut étre constitué d’un ou de plusieurs neurones ([4]).

Schéma illustrant une synapse entre deux neurones

.\-&& - § Déail de Is ynapse

Corps
cellulaire

MNeurone pré-
synaptique Meurotrans

— metteurs

récepteur
#~ Neurone

post-
synaptique

Trajet de l'influx
nerveux
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3.2.3 Le potentiel de repos

Dans lorganisme, les ions sodium Na™ et les ions potassium KT sont chargés posi-
tivement. L’ion chlore Cl™ est chargé négativement. Cette caractérisation de positivité et
de négativité est appelée "polarité ” ([23]).

La répartition des charges entre les deux milieux (intracellulaire et extracellulaire) de
la membrane est différente et joue un role fondamental dans la fonction cellulaire.

Dans toute cellule, la concentration des tons différe de part et d’autre de la membrane
plasmique. Cette différence explique 'existence d’un potentiel membranaire ou potentiel
de membrane. Les ions potassium K sont les ions préférentiels du milieu intracellulaire,
les ions sodium Na™ sont ceux du milieu extracellulaire ([23]).

La différence de potentiel entre les deux milieux s’appelle le potentiel de repos, diff ére
d’une cellule a lautre. L’intérieur de la cellule est négatif par rapport a lextérieur, le
potentiel de repos ou potentiel membranaire est égal a -70mV ([7],[4]).

Au repos, la membrane neuronale peut étre considérée comme une pile électrique, gé-
nératrice de courant, avec un pole négatif situé a lintérieur de la cellule et un péle positif

a Uextérieur (comme indiqué sur figure 3.3).

-70 mV

Milieu extra-cellulaire +¥0+ + + + +V+

Membrane cellulaire
Milieu intra-cellulaire

Fig 3.3 : Prise de mesure du potentiel de repos ([4]).

3.2.4 Le stimulus

L’activité d’un neurone est provoquée par un stimulus, ce sont les impulsions nerveuses
en réponse a une excitation produilte par le neurone de nature trés variable. Il doit étre
suffi samment intense pour déclencher le passage de linflux nerveux.

Un stimulus dépassant un certain seuil donne naissance a un infl ur nerveux.

1l correspond au changement instantané du potentiel de membrane a [’état de repos,

qui constitue un signal électrique et provoque des impulsions nerveuses [([2]), ([7])].

3.2.5 Les canaux ioniques

Les mouvements des ions a travers la membrane ne se font qu’au niveau de protéines

transmembranaires spécialisées, appelées les canaux ioniques.
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La membrane assure continuellement, grdice a ces derniers, une régulation stricte du
passage des ions et des molécules entre les deur milieux de la membrane grace a la bicouche
lipidique ([4]).

Certains canauz sélectionnent les ions, par exzemple les canauz au sodium, au calcium,
au potassium ou au chlore, alors que d’autres sont moins sélectifs.

Cette sélection permet 'ouverture des canaux correspondant a un ion spécifi que.

Certains canauz toniques restent toujours ouverts durant le potentiel de repos, et [’ou-
verture d’autres canaux est déterminée par le potentiel transmembranaire, d’ot leur nom
de canaux voltage dépendants.

Parmi les canaux itoniques toujours ouverts, les canauzr o chlorure qui permettent un
passage permanent des tons Cl™. Les canaux sodiques et potassiques sont quant a eux
voltage dépendants (voir figure 3.4) (/32]).

milieu extracellulaire

CVDde Na' CVDde K*
r3N3+ fermés ouverts

Membrane
de laxone
*
2K K

1"

K+

Na* ATP ADP 4
“ i v + P
i g =4
Canaux de fuite ng il

Canaux

* +
Pompe Na [ K
P voltage-dépendants

milieu intracellulaire

Fig 3.4 : Schéma des canauz toniques au ceeur de la membrane d’un neurone

(132])-

3.2.6 Le potentiel d’action

Le potentiel d’action est une vague d’inversion de polarité électrique de part en part
de la membrane cellulaire passant d’environ -70mV a environ +30mV .

Il est di a une certaine intensité du stimulus ([24], [6]).

Le potentiel d’action est composé de trois phases ([24], [7]) :

e La dépolarisation : Quverture rapide des canauz de sodium Na™t wvoltage dépen-
dants, ce qui permet une entrée massive de Na™t .

e Repolarisation : Fermeture des canaux de sodium Na™ wvoltage dépendants et en
méme temps ouverture des canauz de potassium K1 wvoltage-dépendants qui permet la
sortie du KT, le potentiel de la membrane peut revenir o -70mV .

e Hyperpolarisation : La conductance du K reste élevée plusieurs millisecondes ce

qui permet une fuite accrue d’ions K™ . L’amplitude de la baisse du potentiel est supérieure
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a Uétat basal, -80mV, puis revient 6 -70mV , (comme résumé dans la figure 3.5).

Différence de .
potentiel (mV) dlnveri:q q?‘
+30 e polarité
+ 20
0 i
—20. Dépolarisation Repolarisation
— 404 Stimulation
20 i l Hyperpolarisation
Potentiel de repﬂs_/
T T T T T >
0 1 2 3 4
Temps (ms)

Fig 3.5 : Les différentes phases du potentiel d’action [33].

Le potentiel d’action posséde trois propriétés essentielles [6],

o Le seuil de déclenchement : Le déclenchement du potentiel d’action nécessite,
Uapplication d’une forte intensité de stimulation.

e La loi du tout ou rien : Le potentiel d’action ne se déclenche pas pour des intensités
inférieures au seutl, mais au-dessus de la valeur seuil, il ne change pas d’amplitude. C’est

"la loi du tout ou rien” .
e La période réfractaire :

— La période réfractaire absolue :

St deux stimulus sont trés rapprochés, le deuxieme choc ne provoque pas de réponse de
laxone. Ceci est di a ’état inactif des canauzr sodiques.

— La période réfractaire relative :

St deux stimulus sont espacés, chacun des deux stimulus déclenche un potentiel d’ac-

tion. Ceci est di a l'état fermé actif des canaux sodiques.

3.3 Etude du modéle de HINDMARSH-ROSE -2D

3.3.1 Existence et stabilité des points d’équilibre

Considérons le systéme de Hindmarsh-Rose a deuz équations, donné sous la forme

générale par ([2], [28], [13]),
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(3.2)

¥ =y—ax®+bax®+ 1
Y =c—dz?—y

Existence des états d’équilibres

La recherche des points d’équilibre du systéme (3.2) se traduit par la résolution du

systéme suivant,

/r_ _ 3 2 —
{x—Oj{y ar’ +bx 4+ 1=0 (3.3)

y =0 c—dx’—y=0
En éliminant y, les coordonnées x des points d’équilibre sont données par les racines de
az® + (d—b)a* —c—1=0 (3.4)

d—>b I
etﬁz—c+

Si on pose, a = . L’équation (3.4) peut donc s’écrire

a
24+ az’®+ 8 =0.

En utilisant les changements de variables suivants,

B d—>b B (d — b)? _2(d—b)3 c+1
T=E 3¢ ' P77 32 1T T T T4
pour obtient ’équation :
E+pi+q=0

Nous pouvons maintenant résoudre cette équation en utilisant la méthode de Cardan [47],
ce qui nous donne :
A = 4p?® + 274

Alors, on a

Théoréme 3.3.1 Posons

A = 4p® + 274
Alors;

1. Si A >0, alors le systeme (3.3) admet un unique point d’ equilibre dans R? .
2. 8i A =0, le systeme (3.3) admet deuz points d’équilibre dans R2.

3. 81 A <0, le systeme (3.3) admet trois points d’ “equilibre dans R2.

(on peut le voir aussi dans la figure 3.3)
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N

-0 ank ok
isocling da Y
— oddine di W ——isncling oa W

Isocling da U
15 ask f —— igadine de U 3 isocling de U

i
1.5 1 03 ] L5 1 15
lermps lemps

(a) (b) ()

lemps

Figure 3.3 : Simulations numériques obtenues pour les deux isoclines du systéme (3.3)
avec I =0, ' =0 en bleu et y' = 0 en rouge. La figure (a) représente un seul point
d’équilibre du systéeme (3.6) pour a=1,b=3,¢c=0 et d =3, la fi gure (b) représente
ses deux points d’équilibre pour a =3, b=3, c=1 et d=75 et la figure (c) montre ses

trois points d’équilibre pour a =5, b=3,c=1 et d = 5.

Stabilité des points d’équilibres

La stabilité de ces équilibres peut étre étudiée avec la linéarisation du systéme (3.3),

done la matrice jacobienne J du systéme (3.3) a Uéquilibre (ze,y.) est donné par

of of

J(m) _ a_x<xe> ye) a_y<xea ye) _ —3(1.%3 + bee 1
2 ) 9 eme) e
ax € ye ay e ye

Le polynéme caractéristique de J est
det((J(wc)) — AI) = A* — tr((J(ze)))A + det((J (xc)))
dont le discriminant est :
A =tr(J(z.))* — 4det(J(z,))
ou tr (J(x.)) représente la trace de J et det (J(x.)) est le déterminant de J, avec
tr, det : R — R
sont représentées par les équations suivantes :

tr (J(xz.)) = (3az® — 6z, +1)
det (J(z.)) = 3ax?+ 4z,



66 Modéle de Hindmarsh-Rose-2D

alors les polynomes tr (J(z.)) et det (J(z.)) alors, si b* > 3a,admettent deux racines

réelles données par :

b—+Vb*—3a b-D b+ —3a b+ D

et

xt""Q

xtT1 - 3a 30/ 3a 3a
fr{J(x
- h— I Ty li‘)‘l‘D F{ [I}}
= 3a i Ja
Méme chose pour le déterminant det(J) ses racines sont :
d—>b
Tdet; = 0 €l Tget, 2 o
+ 0 - 0 4+
1—1 det( J(x
Tdot, — M Tdety = 2: 'E-“t{ Jr[ i }}
da

respectivement. Alors le tableau 1 donne le type de points d’equilibres selon la région a

laquelle x. appartient.

1 —00 —2dt ] = = +oo
Tre(.J) - — — il - ] —
Dl (1) { il ] f { }
. fover stable fover stable fover instable foveg stable
Nature ool )
noeud stable noeud stable  poeud instable @ noewd stable
TapLE 3.1 — Stabilité des points d'équilibre
—— b paterslisl e L mamErang ‘
a8 — ke d ion U .
, T
o @ ] II | || |I I
N I/ / / .'
53 S |
a8 = gy prienilied o la Membrana v
) ) ) ) ) N —nadiau
"a ] 100 120 X =0 1] ) 31 100 30 o] =n a0
Temps t Tamps 1

(k)



3.4 Localisation des racines 67

Figure 3.2 — Simulations numériques obtenues du systéme (3.3) avec I =0, c =1 et
d =5, la variation du potentiel x en bleu et la variation du flur d’ion a travers la
membrane y en rouge. La fi gure (a) représente un point d’équilibre stable du systéme
(3.3) pour a =3, b=3; la figure (b) représente un point d’équilibre instable pour a =1,
b=3.

Si b < 3a alors;

tr(J(x.)) est négatif pour toutes les valeurs de x., et les seuls types possibles de points
d’equilibres sont un point selle instable ou un foyer ou une spirale stable. Cela exclut
la possibilité d’un foyer ou d’une spirale instable dont les chemins de phase approchent
d’un cycle limite stable.

Puisque nous voulons que ce soit notre modéle de la cellule de tir répétitive, nous imposons

la condition que b* > 3a.

3.4 Localisation des racines

The Poincaré Index (Jordan € Smith (1977), chapitre 3) d e point d’équilibre simple
dans le plan de phase de la figure 1b est 1. L’introduction de deux équilibres supplémen-
taires comme dans la figure 1d ne change pas la somme des indices de tous les équilibres
et on voit facilement que les équilibres les plus a gauche et les plus a droite ont l'indice
—1. Ainsi le milieu équilibre correspond a un point selle et doit avoir son abscisse dans
la région I1. Il s’ensuit que [’équilibre. le plus a gauche. doit avoir sa coordonnée dans
la région I et donc un neud ou une spirale stable. Cela laisse ouverte la question de
l’emplacement de la coordonnée de ’équilibre le plus a droite. Comme indiqué ci-dessus,
on obtient un modele simple d’une cellule a tir répétitivement si cet équilibre est un neeud
ou une spirale instable.

Nous avons donc besoin de la coordonnée de l’équilibre le plus a droite qui se situ dans
la région 1V .

Les limites inférieure et supérieure de la région IV sont données par :

b—D
L= 10
5. (10)
et
M:b_D(ll)
3a

respectivement. Si L3 + pL? = q alors la racine positive de la cubique (9) sera L, et si

M3 4+ pM? = q ce sera M. Ainsi pourvu

L3 +pL? < q< M+ pM? (12)
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la racine positive se trouvera dans la région IV.

Les conditions (10) et (11) sont représentées graphiquement sur la figure 2.

- Ba (  3a
Emplacement des racines de l’équation 3 + px? = q.

La, les racines de la cubique (9) sont les abscisses des points d’intersection du graphique

de 23 + px? avec la ligne horizontale de hauteur q au-dessus de l’aze des x. Pour avoir

trois racines, représentées par les points A, B et C, nous devons avoir 0 < 27q < 4p3, et la

condition d’instabilité sur ’équilibre correspondant aux racines positives est L < C' < M

qui peut aussi s’exprimer par (12).

3.5 Bifurcation Poincaré-Andronov-Hopf

Dans cette partie, nous désignons le parameétre a = p comme parametre de bifurcation,

et en fivant tous les autres paramétres comme suit, b =3, c=1, d = 5.

{xfzy_ﬂx3+3x2+12f(xay) (3.5)

Yy =1-52%—y=g(z,y)

Soit (ze, ye) un point d’équilibre du systeme (4.4). On rameéne le point d’équilibre a [’origine

en posant * = 1 + x. et y = y1 + Y. et on obtient le systéme,

2y = flo1,y.m) = (1 4+ ye) — p(zy + 2e)® + 31 + 20)* + 1
yﬂ = 9(35173/1,@) =1- 5(351 + xe)2 - (yl + ye)

En faisant le développement des fonctions f et g, en série de MacLaurin [33], au

voisinage du point (0,0, ) on trouve :

0 9 a
Ty = $1_f(070a,u) ‘l'yl%(()ao?“) + F(x1,y1, 1)
1

8:151
0 0 ~
Y1 = mla_i(oa()aM) + yla_;«)ao?u) + G(xbylmu)

¢«
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O, ﬁ(ml,yl,u) et @(:vl, y1, ) sont les termes non-linéaires.

On a alors,
) =z — 3pur2 + 6z, + y}\+ ﬁ(fflayla 1)
vy = —10x12. — y1 + G(x1, Y1, 1)
¢«
Avec
ﬁ(ﬂfb Y1, ) = —py + (=3, + 3)x7
et

~

G<x1a Y1, M) = _51.%

Le point (0,0, 1) est bien un point d’équilibre du systéme.

Calculons la matrice jacobienne associée au systéme (4.4) au point (Te,ye),

g —3uz? 4+ 6z, 1
0~ —10z, -1

de polynome caractéristique associé s’écril comme suil,
det(Jy — Md) = N> + (=3px? + 6z, — 1)\ + 3uz? + 4z, = 0

On pose,
P(p) = —tr(Jo) et Q(u) = det(Jo).
Ce qui implique que,

N2+ P(u)A + Q) = 0

Ainsi, la matrice jacobienne admet une paire de valeurs propres complexes conjuguées

St
1
det(Jo) > Ztr(JO)Q
et on a,
Arg = ap) £ iw(p)
avec

3ux? — 6z, + 1
2

a(p) =

et

w(p) = /3pa? + 4z, — a(p)?.

De plus, la valeur u. de p pour laquelle la partie réelle de ces valeurs propres s’annule

est donnée par les équations P(u.) =0 et Q(pe) > 0. On a done,
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6x, — 1
P(u.) = 0= p.=
(kee) 1 322
et
Qlue) > 0= fie> — =z, > !
c c Te 1N
H He = 32, 10
Par ailleurs, on a,
da 3z?

Ainsi,
Ox
a/(:uC) =0, W(MC) #0 et @(MC) # 0,

qui sont les deux conditions du théoréme de Poincaré-Androov-Hopf, donc . est une

valeur de bifurcation de Hopf du paramétre p.

3.6 Stabilité , direction et la période de la bifurcation

de Hopf

Déterminons maintenant un vecteur propre v, associé a la valeur propre Ay, obtenu en

résolvant le systéeme,

(Jo = M 1) T\ _go (14+iy10z2, — D)z +y =10
0 y ) —10zc7 + (=1 +iy/10z, — )y =0

Une solution de ce systéme est un vecteur propre associé a A,

1
o= ( 1 —i/T0z, — 1 )

La matrice de changement de base est donc donnée par,

P = (R(v1), =S(0)) = < _11 \/%)

Ainsi, on a,

i 1 VI0z, =1 0
VI0z, — 1 1 1

Soit maintenant le changement de variable,
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(o) =r()= ()= (0)
%N Yo Y2 Y1
Alors on a,

) 1 1 ) o Flas, s, p)
V) =P (%2 ) = PP +P (2
( v, ) ( 7 ) o) ( 2 > ( G2, o, 1) )

Soit,

Ainsi, pour p = p. , on a,

/ _ 0 —w(He) wy = —w(pe)y2 + F (22, Y2, fie)
%wa_<wWJ 0 )é{ yh = w(pe) s + G2, Y, fie)

avec,

( F($27y25 ,uc) ) — P—l E(x%y%:uc)
G (2,2, te) G(x2, Yo, fhe)
On a donc les fonctions F et G données par,

F(xg,y2, ) = —px3 + (—=3pxe + 3)x3

1
G(x2,y0, 1) = NS (—pxs — (Bux, + 2)x3)

Les fonctions F et G ne dépendant que de xo, l'indice de MARSDEN-McCRACKEN ¢,

est donné par,

1 PFroa N PF
16w(pe) 023 9232 O3

cC1 =

Au point (x9,y2) = (0,0) et pour = pie , on a, w(p.) = /10x, — 1 et,

1 4

cg = —6p.+ —3lexe + 3)(3peTe + 2

! He t 16 A0 =T vior =1\ " )Bp )
= 6+ —(—3pPa? e+ 2
t +4(10x€_1)( [eTy + feTe + 2)
) . R . )6

Comme présenté dans le théoréme 1, les signes de a—(uc) et de c1 permettent de

1

connaitre la direction et la stabilité de la bifurcation de Hopf.



72

Modéle de Hindmarsh-Rose-2D



Chapitre
Application numérique

— Sommaire
4.1 Existence des états d’équilibres . . . . . . . . . ... .. ... 74
4.1.1 Existence des états d’équilibres . . . . . . . . ... .. 75
4.1.2 Stabilités des équilibres . . . ... .. ... ...... 75
4.1.3 Recherche d’une orbite périodique . . . . ... .. .. 76
4.2 Etude des bifurcations . . .. . .. ... ... ... ...... 7

Un exemple du type de réponse que nous souhaitons simuler est montré dans la fi-
gure (4.1), qui est un enregistrement intracellulaire d’une petite cellule identifiée dans
le ganglion viscéral de l’escargot Lymnaea. La cellule est généralement silencieuse, mais
lorsqu’elle est dépolarisée pendant environ 100 ms, elle s’allume plusieurs fois et continue

de se déclencher apres 'arrét du courant de stimulation :
I, 3 247
{ x /y ax +2b$ + (4.1)
Y =c—dx*—y

Une solution numérique de (4.1) pour une courte impulsion de courant I est illustrée a

dans la figure de déclenchement du tir respectif..

2_
X
T )
/J | I
30
_2|_ ‘r r-l

Fig (4.1) : Solution numérique de de (4.1) avec a=1,b=3, c=1, d =05,

pour une courte impulsion de courant (I =1)

73
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| Jom

| I
200 ms

bty
Fig 4.2 : Réponse intracellulaire enregistrée d’une petite cellule identifiée
dans le ganglion viscéral de l’escargot Lymnaea stagnalis, pour une courte
impulsion de courant dépolarisant appliquée entre les fleches. Le déplacement
vers le haut de la ligne de base pendant l'impulsion de courant est di au

déséquilibre du pont.

Pendant application de "tmpulsion de courant, la valeur x augmente régulierement et,
comme dans le vrai neurone, le modele se décharge de maniére répétitive aprés la fin de
limpulsion de courant. Une différence entre le modéle et la cellule est qu’il est toujours
nécessaire d’allumer la cellule plusieurs fois pendant "application de l'impulsion de courant
pour qu’une post-décharge se produise. Dans le modéle, il est possible de produire la post-
décharge par l'application d’une impulsion de courant plus courte. qui ne déclenche pas la
cellule (figure 4.1). Cette différence pourrait survenir parce que le courant entrant sous le
seutl a une cinétique d’activation plus lente dans le neurone de [’escargot que ce qui est
supposé dans le modele.

De plus, les potentiels d’action enregistrés ont un sous-dépassement plus important et
une récupération plus rapide que dans le modéle, bien que cette différence soit prévisible
car elle était présente dans notre modeéle original (Hindmarsh € Rose 1982a). Le modéle &

trois points d’équilibre montre donc la propriété de tir déclenché au moins qualitativement.

4.1 Existence des états d’équilibres

Soit le systeme (4.1), on pose I =0, alors on a,

I, 3 2
{x—y azr’® + 3x (4.2)

Y =1-5x%—y
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4.1.1 Existence des états d’équilibres

Les points d’équilibre du systéeme sont donnés en résolvant ’équation suivante,

E+pEt+qg=0 (4.3)
o1,
NP S VRS IR
TP Tay PT T 1= 973 " 4

Le nombre de racines est donné par le signe de

16 1 256
—o7(2_ _ 2y2_ 2P
7(27a3” a) 27ab

Alors les points d’équilibre sont

“1-+5 —13-5V5

—1+V5 —13+5V5
2 2 ’

2 2 )

A= ), B=(-1,-4) et C=(

Ou bien, A = (—1,618033989, —12,090169948), B = (—1, —4),
C = (0, 618033989, —0, 909830058)

Donc les équilibres sont localisés a des valeurs r de —1,6 et —1 et +0,6.

4.1.2 Stabilités des équilibres

La trace de J et det (J(z.)) est le déterminant de J, sont données par les équations

suivantes :

tr (J(x,)) = (3az® — 6z, +1)
det (J(z.)) = 3ax?+ 4,

Le calcul exacte du tr(Jo) et det(Jy) auz points d’équilibres A, B et C' conduit auz carac-

téristiques sutvantes :
1. Au point A, on a det(Jo(A)) = 1,381966013 > 0 et tr(Jy(A)) = —18,562305903 < 0
donc A est donc un noeud stable.

2. Au point B, on a det(Jo(B)) = —1 < 0 et tr(Jo(B)) = —10 < 0 donc B est un point

col.

3. Au point C, on a det(Jo(C)) = 3,618033991 > 0 et tr(Jo(C)) = 1,562305899 > 0 et

donc C' est un foyer instable.
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[ {on)

|
1 x,
—9 | 2
I +_limit
: ~7" cycle
| — =
B (,"
f saddle //_E"a,
; I point 3
I | = tri Ve
| / separatrix 3=0
i f
\f ~10+
A i

Wi |
La figure 3.4 illustre le comportement de plusieurs trajectoires partant de conditions

initiales différentes obtenues pour le systéme (4.2), ou l'on peut voir que le point B est

un pownt col et le point C' est un foyer instable, le point A étant un noeud stable.

4.1.3 Recherche d’une orbite périodique

Nous commencons par utiliser le critére de Bendizon qui va nous permettre d’isoler
des valeurs du paramétre, pour les quelles il n’y a pas d’orbites périodiques.

La divergence du champ de vecteurs relatif au systéme (4.2), laquelle n’est autre que la
trace de la jacobienne J(x.)(a), est donnée par :
divf = tr(Jy)(a) = —3az?® + 62, — 1
Cette équation est du second degré en x, son discriminant A(a) = 12(3 — a).
1. Pour a >3, A <0 donc divf est de signe négatif et il n’y a pas de solutions
périodiques.

1 .

2. Poura=3, A(a)=0 donc divf=—-9(x— 5)2 est de signe négatif et il n’y a pas

de solutions périodiques.
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3. Pour a <3, A(a) >0, donc divf ne garde pas un signe constant et il y a possibilité

d’existence de solutions périodiques.

4.2 Etude des bifurcations

Dans cette section, nous désignons le parameétre . comme parametre de bifurcation,

v =y — px® + 3z°

La résolution de I’équation (4.3) nous donne les deuz solutions sur [—10,10], correspondant

a Uintersection avec laze des abscisses comme le montre la figure (a).

Il . - : Ba-05
Ge-05
4 \ ] da-05
0 Y 2a-05
0
-2t ; -2a-05
—de-05
ol 1 -6e-05
-5} ] -Be-05
-0.0001

-8 ’ . . -0.00012 .

-10 -5 0 5 10 1.5516 2.5517 2.55:
(1) ()

Nous nous intéressons au cas > 0 et donc la solution correspondante p. € [2.55165,2.55170].
Donc nous choisissons arbitrairement une condition sur u, afin de n’avoir

qu’un unique point d’équilibre,

— ,"’OO
3V3 3vV/3

Pour un tel u, la premiére coordonnée du point d’équilibre est donnée par,

A>o:ue]_m, MHM

NI

Our/2TH2 — 32 + 27/3p2 — 16\/§> 49333
3235341 (9;“/27#2 3242732 — 16\/§>§

Nous avons vu précédemment qu’alors, la valeur de bifurcation de Hopf . du paramétre

2233

1 est donnée par,
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_ Gxe(p) — 1
S PRI
Ainsi, u. est solution de [’équation,
6z (p) — 1
——————u=0 3.8
31’6([1)2 2 ( )

Pour une telle valeur de p. , nous avons bien,

1
e~ 054> — et
T 0.5 >1Oe

1
Sper® 4 4x, ~ 4.392187794 > Z—1(—3/¢LC:1:*2 + 61, —1)> ~ 1.526 % 107°
Par ailleurs, on a,

¢y = —6p. + (=3p2a? + per* +2) = —15.632152 < 0

3
4(10z, — 1)
Par conséquent, nous sommes dans le cas ou
<0 et —(p) <0 (4.5)

. Ainsi, d’apres le théoréeme 1, (Te, Ye, pte) = (0.54, —0.46, . ~ 2.551655) est un point de
bifurcation de Hopf.

De plus, pour i < p. , le point d’équilibre est instable avec une orbite périodique stable,

tandis que pour 1 > . , le point d’équilibre est stable et il n’y a pas d’orbite périodique.
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FIG.4.3 : Activités électriques du modéle de neurone (SMHH) lorsque le
courant de for¢age externe est choisi comme différentes valeurs. la figure (a)
I =5uA, la figure (b) I = 10uA, la figure (c) I = 50uA, la figure (d) I = 100pA
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