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Introduction

L’Analyse Multivoque

L’analyse multivoque, également appelée analyse des multifonctions, est une branche des
mathématiques modernes qui traite des situations ot une correspondance associe a chaque
point d’'un domaine non pas un unique point, mais un sous-ensemble d’un autre ensemble.
Cette approche est cruciale dans des contextes ou les solutions d’'un probléme ne sont pas
uniques ou ou les relations entre les variables sont complexes.

Principes fondamentaux

1. Notion de multifonction : Une multifonction (ou multiapplication) est une géné-
ralisation d’une fonction classique. Elle associe & chaque élément x d’un ensemble X
un sous-ensemble F'(z) C Y, plutdt qu'un élément unique. Ezemple : Dans certains
problémes d’optimisation, un parameétre donné peut conduire & plusieurs solutions ac-
ceptables, formant un ensemble solution.

2. Problémes abordés :
— Problémes mal posés : Situations ol une solution unique n’existe pas ou n’est pas
stable.
— Optimisation paramétrée : Etude des dépendances des solutions par rapport a des
parametres, notamment dans des systémes dynamiques ou économiques.

3. Outils utilisés : L’analyse multivoque adapte les concepts classiques de 'analyse
mathématique, tels que :
— Continuité et compacité pour les multifonctions.
— Différentiabilité généralisée.
— Mesure de distance entre ensembles (via la distance de Hausdorff, par exemple).

Applications

— Biomathématiques : Modélisation de systémes biologiques ou plusieurs états ou
solutions peuvent exister simultanément, comme dans la modélisation écologique ou
la dynamique des populations.

— Physique : Analyse des systémes multi-états ou non déterministes.



— Théorie du controéle : Modélisation et optimisation des systémes ot plusieurs stra-
tégies de controle sont possibles.

— Théorie des jeux : Etude des équilibres dans des jeux ol plusieurs solutions (stra-
tégies gagnantes) peuvent exister.

— Sciences économiques : Analyse des marchés ou des systémes avec des équilibres
multiples.

Littérature et contributions majeures

Les travaux d’Aubin, Cellina, Frankowska, Burachik et Tusem ont été fondamentaux dans
le développement de ’analyse multivoque. Ils ont introduit des concepts cruciaux tels que la
viabilité et la régularité dans les multifonctions, et ont contribué a relier ’analyse multivoque
a d’autres domaines comme la programmation mathématique et les systémes dynamiques.

Importance actuelle

L’analyse multivoque reste un domaine actif de recherche, avec des avancées constantes
pour résoudre des problémes de plus en plus complexes dans des domaines variés. Sa puis-
sance réside dans sa capacité & modéliser rigoureusement des systémes ou l'incertitude ou la
multiplicité des solutions jouent un role central.

Ce mémoire comprend quatres chapitres.

Le premier chapitre intitulé “Préliminaires”, contient un ensemble de définitions et
résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude. Il est divisé comme suit :

Dans la section 1, nous donnons Quelques notions et résultats préliminaires.

La section 2, Un apercu historique sur les équations différentielles impulsives

La section 3, Définitions et notions fondamentales.

La section 4, Théorémes de point fixe.

Le deuxiéme chapitre intitulé “Fonctions Multivoques ou Multi-applications”,
Ce chapitre est divisé comme suit :

Dans la section 1, nous donnons la distance de Hausdorff.

La section 2, semicontinuité superieure.

La section 3, semicontinuité inférieure

La section 4, caractérisations de la s.c.s et la s.c.i.

Le troisiéme chapitre intitulé “Inclusions différentielles semi-linéaires impulsives”, on
traitera l’existence des solutions pour le systhéme suivant :



() — A(t) € Fi(t, =(t),y(t), y'(t) — Asy(t) € Fa(t,2(t),y(t), t€[0,b], (1)

o(tf) —2(ty) € Lu(z(t),  y() —y(ty) € L(y(te), k=1,....m (2)

$(0) = To, y(O) = Yo, (3)

Ou J :=[0,b], F est un espace de Banach, Fy, Fy: J x E x E — P(FE) sont des multifonc-
tions, xg, 50 € F. 0 =ty < t; < ... <ty < tjms1 = b. Les opérateurs A;, ¢ = 1,2 sont des
générateurs infinitésimaux d'un Cy —semi-groupe {7;(t) };>0 sur un espace de Banach (£, |-|)
respectivement, Iy, [ : E — P(E) (k=1,...,m), et Ay|i—y, = y(t}) — y(t; ). Les notations
y(t)) = lim+ y(t+h) et y(ty) = lim+ y(tx — h) représentent les limites & droite et a gauche

h—0 h—0

de la fonction y a t = t;, respectivement.

Le quatriéme chapitre intitulé “Un exmple”, Dans cette section, nous présentons un
exemple pour illustrer 'utilité et ’applicabilité de nos résultats.
Considérons le systeme d’inclusions différentielles impulsifs suivant

(W8 € LBult. O+ F(tut.9,0(68), 120, 1414, 0SEsm
V() € Faut,&) +Gtult.€)v(tE), t=0, t#t, 0<E<T,
U(t;:,f) - “(575) :aku@;?f)? k= L , M,
vt 8 — vt , &) = agpv(ty, &), k=1,---,m, (4)
u(t,0) = wu(t,m)=0,t>0,
v(t,0) = wv(t,m)=0,t>0,
u(07£) - uo(g)v 0 < f < T,
v(0,§) = w(§), 0<E <,

\

ouay >0,et G,F:[0,7] x R xR — P (R) sont des applications multivoques.
Mots clés : Inclusions différentielles Impulsives, multifonction, théoremse du point fixe,
espace métrique généralisé.



Notations

Dans tout ce mémoire on désignera par

C : I'ensemble des nombres complexes.

R : I’ensemble des nombres réels.

R, : I’ensemble des nombres réels positifs.

R : 'ensemble des nombres réels strictement positifs.
N : 'ensemble des nombres naturels.

N* : ’ensemble des nombres naturels non nuls.

N,, = {no,no+1,...} oung € N

x(t]) == lim x(t)

+
t—)t]-

z(t;) = lim z(t)

t—)tj



Chapitre 1

Quelques notions et résultats
préliminaires

Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques définitions et résultats qui seront utilisés
dans la suite.

1.1 Un apercu historique sur les équations différentielles
impulsives

De nos jours, les systémes impulsifs sont devenus, de plus en plus, importants dans cer-
tains processus réels et phénomeénes naturels. Par exemple, en physique, en dynamique des
populations, en biotechnologie, en économie, etc.

La théorie des équations différentielles impulsives a été initiée par A. Mishkis et V.D. Mil’'man
en 1960. Le développement de cette théorie était relativement lent & cause de la difficulté de
manipulation de telles équations. Aprés, beaucoup de chercheurs ont participé a ’enrichisse-
ment de cette théorie ot ils lancérent différentes études sur ce sujet et beaucoup de résultats
ont été obtenus deés lors.

1.2 Définitions et notions fondamentales

Soit J :=1[0,T],T > 0 et E un espace de Banach, muni de la norme |.||.
Notons C(J,E) 'espace de Banach des fonctions continues y : J — FE, muni de la norme

[Ylloe == sup{[ly(£)I,t € J}.

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on appelle norme
sur lespace E toute application notée ||.|| définie sur E a valeurs dans RT, vérifiant pour
tout x, y dans E et o dans K

i) ||z|| = 0 si seulement si x = 0.



i) [Joz| = faf =[]
iii) ||z +y| < ||z|| + lly|| (inégalité triangulaire).

Définition 1.2.2. Un espace vectoriel normé E est un espace de Banach s’il est complet.
Autrement dit, F est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Exemple 1.2.1. C([a,b],R"™) avec a,b € R™ est l’espace de Banach des fonctions continues
y: ([a,b]) = R™, muni de la norme

[Ylloo := sup [ly(t)]]

te(a,b]

Soit J = [0,0], L*(J,R) est l’espace de Banach des fonctions mesurables x : J — R qui sont
Lebesgue intégrable avec la norme

b
||f7UH1=/0 |lz(t)||ds.

On désigne par AC(J,R) : l’espace des fonctions absolument continues sur J. Notons AC*(J,R™),
I’espace des fonctions y : J — R™ qui sont i-emme fois différentiables et dont la i-emme dé-
rivée y) est absolument continue.

Définition 1.2.3. (Fonction Carathéodory)
Soient X, Y deux espaces de Banach. Une application f: J x X — Y est dite Carathéodory
si f vérifie :
(1) t — f(t,x) est mesurable pour tout v € X,
(2) x — f(t,x) est continue presque pour tout t € J.
L’application f est dite L' - Carathéodory si f est Carathéodory et on a Vg > 0,3, €
LY(J,RT) :
1f(t @) < () pp- t € LYzl < q
Exemple 1.2.2. Soient h : J — Y une fonction mesurable et g : X — Y wune fonction
continue, alors la fonction f: Jx X — Y définie par f(t,x) = h(t)+ g(z) est Carathéodory.

Définition 1.2.4. (Fonction localement lipschitzienne)

Soient J un intervalle, D un ouvert de R, f : J x D +— R™. Soient (to,y0) € J x D. Soit
U C D un voisinage du point yo. On dit que f est lipschitzienne par rapport a la variable y
dans le voisinage U s’il existe une constante L > 0 et il existe un voisinage V. C J du point
to tels que :

1 (892 (8)) = (& y2(0)) | < Lllya(8) = w2 (0) || pour yi(t), 4a(t) € Ut € V.

Définition 1.2.5. Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces métriques. Soit k un réel strictement
positif. On dit que f: X — Y est lipschitzienne de rapport k si

Vr,y € X 0(f(x), f(y)) < kd(z,y)

St de plus k < 1, on dit que f est contractante.
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Exemple 1.2.3. La fonction f: R — R* :

n’est pas lipschitzienne au voisinage de y = 0.

En effet :
R VA (70 Rl A 727
(Wiw2)=©0.0) | Y1 — Y2 |
Et par conséquent il ne peut pas exister une constante L vérifiant la condition de Lipschitz.
Cependant f est Lipschitzienne sur tout intervalle [a,b] avec b > a > 0.

En effet pour tout yi(t),y2(t) € [a,b] on a :

V-Vl 1 _ 1

|1 —ya | -y | T 2va

Et donc la condition de Lipschitz est vérifiée avec L = ﬁa

Remarque 1.2.1. (1) Siune fonction (d’une variable) est dérivable au voisinage d’un point
et la dérivée est bornée dans ce voisinage, alors la fonction est localement lipschitzienne.
La réciproque est fausse : il y a des fonctions lipschitziennes qui ne sont pas dérivables.

(2) Si une fonction est de classe C* alors elle est localement lipschitzienne.

Définition 1.2.6. Soient F et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné toute
application linéaire continue de E dans F.

Définition 1.2.7. (Opérateur complétement continu,).

Soient F et F deuz espaces de Banach et f une application définie de E a valeurs dans F. On
dit que f est completement continue si elle est continue et transforme tout borné de E en un
ensemble relativement compact dans F.

Définition 1.2.8. (Ensemble uniformément borné).
On dit que M C C(E, F) est uniformément borné s’il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que :

le@)] < e Ve € M

Définition 1.2.9. (Partie équicontinue).
Soient (E, d) un espace métrique et F un un espace vectoriel normé. On dit qu’une partie
A(E; F) est équicontinue si, pour tout € > 0 il existe a(e) > 0 telle que pour tout f € A, on
a

If(z) — f(y)llr < € pour tout z,y € E et d(z,y) < afe).

Définition 1.2.10. (Théoreme d’Arzela-Ascoli).

Soient E un espace métrique complet, et J un ensemble compact de R, soit A un sous en-
semble de C(J, E), A est relativement compact dans C(J, E) si et seulement si les conditions
sutvantes sont vérifiées :

10



1. L’ensemble A est uniformément borné i.e il existe une constante K > 0 tel que :

I|f(z)]] < K pour tout x € J et tout f € A

2. L’ensemble A est équicontinu i.e pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que
|ty —ta |< 6= ||f(t1) — f(t2)|| < € pour tout t1,ty € J et tout f € A

3. Pour tout x € A, l'ensemble {f(z); f € A} C E est relativement compact.

Théoréme 1.2.1. (Convergence dominée de Lebesque).
Soit Q un ouvert de R™ et (f,) une suite de fonctions de L'. On suppose que

i) fu(z) = f(z) pp sur Q.
ii) 1l existe une fonction g € L' tel que pour chaque n, | f,(z) |< g(x) p.p sur Q, Alors

FeLXQ) et || fo— fllu — 0.

Définition 1.2.11. (Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés).
Soit (X, ]|.]]) est un espace de Banach.

e Une famille a un parametre (T(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés de X dans X est dite
un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :
(i) T(0) =1 (ou I est l'opérateur identité de X ).
(i) T(t+s)=T(t)T(s),Vt,s > 0.

o un semi-groupe (T'(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit uniformément continu

sur X si:
lim ||T'(t) — I|| =0, (1.1)

t—0t

e L’opérateur linéaire A défini par :

D(A) = {m € X, tim L7

t—0t

° existe dans X },Vx € D(A)

et

e — lim T(t)xr —x _ dT(t)x o,
t—0+ t dt

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>0 et D(A) est appelé le
domaine de A.

Définition 1.2.12. (Cy-semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés).
Un semi-groupe (T'(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit fortement continu si :

lim |T(t)x — z|| = 0,Vx € X, (1.2)
t—0+
Un semi-groupe fortement continu sur X est aussi appelé Cy-semi-groupe sur X .

11



Théoréme 1.2.2. Soit (T'(t)):>0 Co-semi-groupe sur X . Alors il existe deuz constantes w > 0
et M > 1 telles que :
[T < Met, vt > 0.

Théoréme 1.2.3. (Hille-Yosida,).

Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire tel que :
(i) A est fermé et D(A) est dense dans X,
(i) il existe M > 1 et w > 0 tels que

p(A) D {A € C:|Re(N)| > w}
et pour ReA >w,n=1,2,...

M

A=) <
14 =AD" < n =57

Alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t))i>0

Définition 1.2.13. (Espace métrique généralisé).

Siv,r € R™ v = (v,...,0p) et 7 := (r,...,7) alors v < r si v; < 1; pour tous
1=1,...,m.

Aussi [v] == (|v1], ..., |vm]) et max(u,v) ;= (max(uq,v1), ..., max(Uy,, v,)). Sic € R, alors
v<csiv; <cpourtousie {l,...,m}.

Soit X un ensemble non vide et considérons l’espace R'!'. L’application d : X x X — R7
qui vérifie tous les axiomes habituels de la métrique est appelée une métrique généralisé au
sens de Perov et (X, d) est appelé espace métrique généralisé.

Pour r := (ry,72,...,7) € R, on note par
B(zg,r) ={zx € X : d(zo,z) <r},
La boule ouverte centrée en zy et de rayon r
B(zo,7) = {z € X : d(zg,z) <71}

La boule fermée centrée en z( et de rayon r

Les notions de convergence, suite de cauchy et les sous ensembles ouverts et fermés dans
le cas des espaces métrique généralisé sont similaires a ceux correspondants dans l'espace
métrique habituel.

Définition 1.2.14. (Matrice convergente).
Une matrice carrée M € Mxm(RT) de nombres réels est convergente vers zéro si et seule-
ment si A — 0 quand n — oo.

Lemme 1.2.1. Soit A € M, (R™). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

o A est une matrice convergente vers z€ro ;

12



e les valeurs propres de A sont dans le disque ouvert unitéi.e., | A |< 1, pour tous \ €
C avec det(A — \I) = 0;

e La matrice (I — A) est non-singuliére et (I — A)~*

a des éléments non négatifs;

o A"q — 0 et gA™ — 0 quand n — oo, pour tous ¢ € R™.

Exemple 1.2.4. Exemples de matrices qui convergent vers zero :

1. A:(Z Z), ot a,be R, eta+b<1;

2. A:(a Z), ota,beR, eta+b<1;

7 a-(

Définition 1.2.15. (Opérateur contractif ).
Soit (X,d) un espace métrique généralisé. Un opérateur N : X — X est contractif s’il existe
une matrice convergente vers zéro A tel que

o 2

i), ot a,b,c € Ry et max{a,c} < 1.

d(N(z),N(y)) < Ad(z,y),Yz,y € X.

Théoréme 1.2.4. Soit (X,d) un espace métrique généralisé complet et N : X — X un
opérateur contractif avec la matrice de Lipschitz A. Alors N a un point fize unique x* et
pour tout o € X on a

d(N¥(zo),2%) < AT — A) 7 d(20, N(20)) pour tout k € N.

1.3 Théorémes de point fixe

Les théorémes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a établir
Iexistence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point fixe consiste a
transformer un probléme donné en un probléme de point fixe. Les points fixes du probléme
transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

Dans cette section nous rappelons les théorémes célébres du point fixe que nous allons
utiliser pour obtenir des résultats d’existence variés. Nous commencons par la définition d’un
point fixe.

Définition 1.3.1. Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On appelle point
fize de f tout point u € E tel que

f(u) = u.

Le principe de contraction de Banach, qui garantit ’existence d’un point fixe unique d’une
contraction d’un espace métrique complet a valeurs dans lui-méme, est certainement le plus
connu des théorémes de point fixe. Ce théoréme prouvé en 1922 par Stefan Banach est basé
essentiellement sur les notions d’application Lipschitzienne et d’application contractante.

13



Théoréme 1.3.1. (Principe de contraction de Banach)
Soit E un espace métrique complet et soit F : E — E une application contractante, alors F
posséde un point fixe unique.

Le deuxiéme théoréme de point fixe qu'on va énnoncer est celui de Schauder.

Théoréme 1.3.2. Soit C une partie convexe et fermée d’un espace de Banach FE et soit
F:C — C un opérateur continu et compact . Alors F posséde au moins un point fize.

Théoréme 1.3.3. (Théoréme du point fize de Brouwer).
Soit C' un compact, convexe non vide de R™ et f : C — C une application continue. Alors f
admet au moins un point fize dans C.

Théoréme 1.3.4. (Alternative non linéaire de Leray et Schauder).
Soit E un e.v.n. et B := B(0, R) une boule fermée dans E. Supposons que f : B — E est
une application continue, compacte. Alors

(a) Ou bien f posséde un point fize dans B.
(b) Owu bien il existe x € OB et A €]0, 1] tel que x = \f(x).
Théoréme 1.3.5. [29] (Théoréme du point fize de Krasnoselskii).

Soit (E,|.]]) un espace de Banach, et soit M une partie non vide, conveze et fermée de E.
On suppose que A, B : M — E sont deux applications satisfaisant :

e Av+ By € M,Vx,y e M
e A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact,

e B est une contraction.
Alors da* € M, Ax* + Bx* = z*.

1.4 Quelques définitions d’analyse multivoque

Pour un éspace métrique (X, d), les notations suivantes seront employées dans tout ce
mémoire

e P(X)={ACX:A#0}

Pi(X)={AecP(X): A fermé }

Pop(X)={Ae€P(X): A compact }

Po(X) ={A € P(X): A convexe }, avec X muni d’une structure d’un espace vectoriel.
Pev,ep(X) = Peu(X) N Pep(X)

Définition 1.4.1. Une multifonction (ou application multivoque) (ou multi application) F
d’un espace X wvers un espace Y est une correspondance qui associe a tout élément x € X
un sous-ensemble F(x) de Y. On notera F : X — P(Y) (les notations F : X — 2Y et F :
X — oY sont aussi utilisées dans la littérature )

14



Définition 1.4.2. On appelle graphe de la multifonction F', I’ensemble
Graph(F) ={(z,y) e EX F:y € F(x)}
F est a graphe fermé si Graph(F) est fermé dans X x Y. On dira aussi que F est fermée

Définition 1.4.3. On appelle image de F' l'union des images F(x) :

et le domaine de F, [’ensemble
Dom(F)={zx € X : F(x) # 0}

Définition 1.4.4. Soit F : X — P(Y) une application multivoqgue. On dira que F est
fortement mesurable si pour chaque fermé U C Y, l'ensemble F~(U) = {z € X : F(z)NU #
0} est mesurable dans X .

Lemme 1.4.1. [14]
Soit X un esace normé séparable. L application multivoque : F : J — P(X) est mesurable si
et seulement si pour chaque x € X, la fonction ¢ : J — [0, +o0o[ définie par

p(t) =d(z, F(t)) =inf{llz -yl -y € F{O)}.t € J
est lebesgue mesurable.

Définition 1.4.5. Soit (E,||.||) un espace de Banach et F : E — P(E) une application
multivoque. On dit que F a un point fize s’il existe v € X tel que v € F(x). L’ensemble
des points fizes de F' sera noté par Fiz(F'). On dit que F' est a valeurs (fermés) convezes si
F(z) est fermé convexe pour tout x € X et F est localement borné si F(A) = UyeaF'(z) est
borné dans E pour tout ensemble A C E, c.a.d.

ilelg{sup{HyH} ry € F(r)} < oo

Définition 1.4.6. Soient (X, d) et (Y, p) deuz espaces métriques et soit F': X — P(Y') une
application multivoque.

On dit que F' est semi-continu supérieurement (s.c.s) sur X si pour chaque xo € X [’ensemble
F(z0) est un ensemble non vide, et si pour chaque sous ensemble ouvert N de Y contenant
F(xy), il existe un voisinage ouvert M de xq tel que F(M) C N. C’est a dire, si [’ensemble
F-(V)={z e X :F(x)NV # 0} est fermé pour n’importe quel ensemble fermé V dansY .
D’une maniére équivalente, F est s.c.s si l'ensemble F™ = {x € X : F(x) C V} est ouvert
pour chaque ouvert V dans'Y .

La fonction F' est semi-continue inférieurement (s.c.i) si l'image inverse de V' par F

F(V)={reX:Fz)nV @}

15



est ouverte pour chaque ouvert V- dans Y. D’une maniere équivalente, F' est s.c.i si le noyau
de V par F
FrV)={ze X :F(X)CV}

est fermé pour nimporte quel ensemble fermé V dans Y .
En conclusion, pour une fonction a valeurs multiples F' : J x R™ — P(R™), on prend

1E @, 2)lp = sup{[lvl;v € F(t,2)}

Définition 1.4.7. Une fonction multivoque F' est dite Carathéodory si :

(a) la fonction t — F(t,z) est mesurable pour chaque z € R™ ;

(b) pour tout t € J la fonction z — F(t, z) est semi-continue supérieurement, p.p.

En outre, elle est L'- Carathéodory si F est localement intégrablement bornée, c.a.d. pour
chaque nombre réel positif v , il existe h, € L*(J,R") telle que

[E @, 2)|lp < he(t) pp t € V|2l <7

Lemme 1.4.2. Soit X un espace de Banach. Soit F' : [0,b] x X — Py o(X) une multifonc-
tion L*-Carathéodory avec S, # 0 et soit I' un opérateur linéaire continu de L*([0,b], X)
dans C([0,b], X), alors l'opérateur

0], X))

['o SF : C([(]? b]? X) Pcp,cv(c<[07
ZIZF(Sfy)

N
Y = (I'o Sk)(y)
est a graphe fermé dans C([0,b], X) x C([0,b], X), ow
Sp, ={ve L'([0,b],X) : v(t) € F(t,y(t));t € [0,b]}
Définition 1.4.8. On considére la distance pseudo-métrique de Hausdorf :
Hy: P(R") x P(R") = R* U {+oc}
définie par

Hy(A, B) = max{supd(a, B),supd(A,b)}

acA nB
ot d(A,b) = inf,ca,d(a, B) = infyep d(a,b) . Donc (Pyr(R™, Hy) est un espace métrique et
(Pyp(R™, Hy) est un espace métrique généralisé. D’ailleurs, Hy satisfait linégalité triangu-
laire. Et si xg € R™, on a

d(xg, A) = inf d(zg, x) et Hg({xo}, A) = supd(xg,x)

zeA €A

Définition 1.4.9. Une multifonction F : R" — P(R™) s’appelle :
(a) k-Lipschitz s’il existe k > 0 telle que

Hy(F(x), F(y)) < kd(z,y),Ve,y € R

(b) Une contraction si elle est k-Lipschitz avec k < 1.

16



Lemme 1.4.3 (21). Soit (X, d) un espace métrique complet. Si F': X — P¢(X) est contrac-
tante, alors Fix(F) # 0.

Lemme 1.4.4 (21). Pour une multifonction F': X — P.,(Y) s.c.s. on a

Vro € X, lim sup F(z) = F(x)
T—TQ

Lemme 1.4.5 (21). Soit (K,), C K tel que K est un sous ensemble compact de X, et X
est un espace de Banach separable. Alors

co( lim sup K,,) = Nnsoco(Un>0K)

n—oo

ot co l’enveloppe conveze.

Théoréme 1.4.1. Soit (X, || -||) un espace de Banach généralisé, et soit F': X — Pep cp(X)
une application multivoque completement continue et semi-continue supérieurement. Suppo-
sons que l’ensemble

A={x e X :x e F(x) pour un certain X € (0,1)}

est borné. Alors F admet un point fize.
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Chapitre 2

Fonctions Multivoques ou
Multi-applications

Définition 2.0.1. Soient T, X deux ensembles non vides.
e On appelle multi-application (fonction multivoque ou multi-fonction)définie sur T d valeurs
dans X, toute application F définie sur T d valeurs dans V (X ) (ensemble des parties de
X ),et on note

F:T—>PX) ou F:T=X

Donc, ¥t € T F(t) est un sous ensemble de X.
e On appelle domaine (effectif ) de la multi-application F qu’on note dom(F'), l’ensemble
défine par

dom(F)={t e T/F(t) # 0}

e On appelle image de F qu’on note Im(F) , l'ensemble défini par
Im(F)={zeX/qteT:xzecF()}.

Si A C I, on appelle image de A par F' qu’on note F(A) , l’ensemble
défini par

F(A) = F(@),

teA

ce qui revient d écrire

FA)={xe X/3te A:z € F(t)}

ainst

Im(F) = F(T).

o Trés souvent nous sommes amenés d considérer la multi-application inverse F~': X = T
définie par
te FY(x) &z e Ft).

Nous avons alors (F~1)™1 = Fet

dom(F~') = Im(F) et Im(F')= dom(F)
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e On appelle graphe de F' qu’on note gph(F), le sous ensemble de T' x X défini par

Exemple 2.0.1.

gph(F) = {(t,z) € T x X/x € F(t)}.

F:[0,1] =[0,1]
t— F(t) =t 1]
gph(F) = {(t,x) € [0,1]"/z € [t, 1]}.
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F:[0,1]=10,1]

o1 s, t#1

tﬁﬁw»_{meL si, t=1

gph(F) = {(t,z) € |0, 1]2 cx € F(t)}
= (0. 5U15 1D % 0.1 U (5 x [0.1)).

Corollaire 2.0.1. Pour tout V C X , nous avons
FrV)y={teT:F@t)nV #0}.
Démonstration. F:T = X.
to € F7H(V) & 3z € Vi t, € F ' (m0)

& 3X, eV, Xy € F(t,)
@F(to)ﬂv%w
sSt,e{teT:Ft)nV £ 0}

Dou FY(V)={teT:Fit)NV # 0}.
F~YV) est appelé I'image réciproque large de V' par la multi-application F.
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On définit 'image réciproque étroite de V' par la multi- application F
par

FI(V)y={teT: :F() CV}.
Nous avons

(81) T\F;Y(V)=FYX\V) et T\FYV)=F(X\V). O

Définition 2.0.2. Soient F' : T = et G : T = X deur multi-applications, alors on
définit 'union :
FUG:T=X

t 5 (FUG)(t) = F(t) UG(?)

[intersection :
FNG:T=X

t > (FNG)(t) = F(t) NG()

le produit cartésien :
FxG:T=XxX

t— (FxG)(t)=F(t) x G(t)
StF:T=X e G:X ==F,définit la composition :

GoF:T=Y
t— (FoG)(t)=G(F1t) = ] G)
TEF(t)

Lemme 2.0.1. Soient F' . T = X,G: T = X et H: T ==Y trois multi-applications et
sotent VW C X et U CY. Alors nons avons les propriétés suivantes

1) (FUG)I(V)=F(V)UGT(V).

2) (FUG) ™ (V)=FYV)UuG (V)

3) (FNG)I(V) 2 FLH(V)NGLH(V).

4) (FnG){(V)CF Y (V)nG (V).

5 (Fx GV xW)=F(V)nG{(W).
6) (FxG) Y VxW)=FYV)nGYW).
7) (FoG)NU) =Gy (H (V)

8) (FoG)™HU)=GHH'())

Remarque 2.0.1. Dans le cas ou f: T — X est une application univoque, en considérant
la multi-application
F:T=X

t— F(t) ={f(t)}
pour ACT et B C X, nous avons
f(A) = F(A),F1(B) = f~1(B) et gph(F) = gph(f).
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Définition 2.0.3. Soient F : T = X, G : T = X deux multi-applications et o : T — R
On définit
F+G:.T=X
t—=(F+G)(t)=F{t)+Gt)={z+y:xze€ Ft),ye G(t)}.
aF . T =X
t— (aF)(t) =a(t).F(t) ={at)z:xz € F(t)}

Nous avons

dom(F + G) = dom(F) N dom(G) et dom(aF) = dom(F).

2.0.1 Distance de Hausdorff.

Soit (X, d) un espace métrique, supposons dans la suite d(z,y) < occ.

Définition 2.0.4. Soit A C X, la distance d’un point x € X d A est donnée par
d([E, A) = in, aeAd(xu CL).

o Soient A, B deuxr sons ensembles de X . On appelle écart entre A et B et on le note
e(A, B), la quantité définie par

e(A, B) = sup,ead(z, B) = sup,e(inf epd(z,y))

avec la convension  sup O =0 et inf (= oco.
e On appelle distance de Hausdorff entre A et F et on la note h(A, B) ou H(A, B), la
quantité définie par

h(A, B) = max(e(A, B),e(B, A)).

Proposition 2.0.1. .Soient A, B et C' des sous ensembles de X alors
(1) e(A,0) =00 si A # 0.

e(d, B) = 0.

(2) e(A,B)=0< ACB

h(A,B)=0& A=8B

(3) e(A,C) < e(A,B)+e(B,C).

h(A,C) < h(A, B) + h(B,C).
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Démonstration.

(1) Si A#0

6(A7 (Z)> = SuprAd(wa @) = SuprAinny(ﬂd(xv y) =00

e(D, B) = supyepd(z, B) =0

(2) e(A, B) =0 & supyead(z,B) =0 d(z,B) =0,Vr € A x € BV € A< ACB.
h(A,B) =0« e(A,B)=0 et e(BJA)=0& ACB e BCASACB e BC
As A=DB.

(3) Nous avons,Vx € A,Vy € B,Vz € C

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) = inf,ccd(x,z) <d(z,y)+inf,.d(y,z)
= d(z,C) <d(z,y) +d(y,C)
= d(x,C) <inf,cpd(z,y) +d(y, C)
= d(z,C) < d(z,B) + supyepd(y, C)
= supgead(x,C) < supread(z, B) +e(B,C)
= ¢(A,C) <e(A,B)+e(B,0)

A

Comme h(A,C) = maxle(A, C),e(C, A)] alors
h(A,C) =e(A,C) <e(A,B)+eB,C)<h(A B)+ h(B,C)
ou bien

(A, C) = e(C, A) < e(C, B) + e(B, A) < h(C, B) + h(B, A) = h(A, B) + h(B, C)

d’ot
h(A,C) < h(A,B) + h(B,C)
O

Corollaire 2.0.2. .Soit (X,d) un espace métrique et Py(X) l'ensemble de tous les sous
ensembles fermés de X . Alors (Py(X), h) est un espace métrique.

Démonstration.

VA,B,C € Py(X)

(1) W(A,B) =0 A=B & A= DB,

(2) h(A,B) = h(B,A),

(3) h(A,C) < h(A,B) + h(B,C). O

Proposition 2.0.2. Soit (X, d) une space métrique et soient A, B C Py(X) . Alors
h(A,B) =inf{e>0: ACV(B,e)etB C V(A,¢)},

azec V(M e) ={z € X :d(x, M) < e€},VYM € X.
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Démonstration.
Nous avons
A C V(Bye) & Vo € Ajx € V(B,e) & Vo € Ad(xz,B) < € & supgead(z,B) < € &
e(A,B) <e.
De la méme manieére,
B CV(B,e) & e(B,A) <e.
D’ou
inf{e>0: ACV(B,e) et BCV(A¥e€)}
= inf{le>0:e(A,B)<e et e(B,A) <¢€}
= inf{<>0:h(A,B) <e}=h(A,B).

On note par B(A,r), la boule ouverte de rayon r autour de A,
BA,r)={re X :d(z,A) <r}.
Observons que si X est un espace de Banach alors

B(A,r)=A+rBg

Définition 2.0.5. .Soit (A, )nen une suite de sous ensembles de (X, d).
On appelle limite supérieure de la suite (Ay), , le sous ensemble de X défini par

lim,_oosupA, = {x € X : lim,__,infd(z, A,) = 0}.

Et on appelle limite inférieure de la suite (Ay,), , le sous ensemble de X
défini par
limg,oinfA, ={z € X : lim,__,supd(z, A,) = 0}.

On dit que A est limite de la suite (A,) si
A =lim,__SsupA, = lim,_ooinfA, = lim, . A,.

Proposition 2.0.3. .Soit (A,,), une suite de sous ensembles d’un espace métrique (X,d) .
Alors,limy,_oinf A, est Uensemble des limites des suites (z,,),, tel que x, € A, et lim, ,osupA,
est l’ensemble des points d’accumulation des suites (x,,) tel que x,, € A, c’est d dire, l’en-
semble des limites des sous suites (z,) tel que x, € A, .

Théoréme 2.0.1. .Soit (A,), une suite de sous ensembles de (X, d) .

Alors,
lim,—ssoSUPA,, = ﬂ U A, = ﬂ(ﬂ U B(Ap,€)).
n>0m>n e<0 n>0m>n
limnooinfAn = | ) ) 4w = (YU () B(Am. ).
n>0m>n e<0 n>0m>n
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Démonstration.

limy, ooinfd(z, Ay) =0

SUPpeNiN frns>nd(T, Apy) = 0

infsnd(®, An) =0,¥n € N

Ve > 0,3m > n/d(z,An) <e€,¥n €N

Ve > 0,3m > n, 3z, € Ap/d(z, ) < 2¢,Yn € N
d(z, | An) =0,¥n €N

m>n

x € UAm,VnEN

m>n

& ze (| An)

n>0 m>n

T € limy_ssoSUpA,

(N

T

D’ou

1My, oo SUPA,, = ﬂ( U Am)

n>0 m>n

Exemple 2.0.2. Soit (A,), C R?, la suite définie par
A - {1} x[0,1] si n est pair
"L A{E x [-1,0] si no est impair
Alors
limyooinfA, = {0} x {0} = {(0,0)}.
limy, sosupA, = {0} x [-1,1] ={(0,2)/ — 1 <z < 1}.
On note par Pr(X), la famille de tous les sous ensembles compacts de X.

Proposition 2.0.4. .Soit (X,d) un espace métrique complet. Alors (Py(X),h) est complet
et (Pe(X),h) est complet.
Si (X, d) est un espace séparable alors (Pr(X),h) est séparable.

Définition 2.0.6. 1_) Soit (X, d) un espace métrique.On appelle fonction polaire associée d
la fonction f: E — R, qu’on note f*, la fonction définie sur le dual de E par

f*:E - R

T — f*(a:/) = SUPerK??/’@ — f(z)]

2) Soit A C E. On appelle fonction indicatrice de A, qu’on note §(., A) , la fonction définie
par
6(,A):E—-R
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0, x € A;

x—>5(x,A):{ too z ¢ A

3) On appelle fonction support de A, qu’on note 6*(., A) , la fonction définie sur E' par
5*(,A):E =R

' = (a7, A) = suprea(t’, z),

c’est la fonction polaire associée d (., A) .
En effet,
5*(I 7A> = SupIGE“x 7ZL’> - 5(I7A)) = SupIEA(<‘r ,.Z’> - O)

ce qui donne
0% (', A) = supgea(z )

Corollaire 2.0.3. .Soit E un espace vectoriel normé et soit C' un sous ensemble convexe
fermé de E, alors

d(w,C) = sup, g (&', 2) = 8" (2', )]
Démonstration.
d(z,C) = infyec|lz -yl
= infyec(supycp, (' z—y))
= Supy g, (infyec( ,x —y))
= SUp,/cp_ Jinfyec((z,x) = (z',y))
= supy g, ({2, 2) + infyec(—(z',y))

= SUp,'cB /(<ZE ,.7)> - Supy€C<x 7y>)
E

= sup,rep,, (¢ 2) = 5°(x',C)

Dans le passage de la deuxiéme égalité a la troisiéme égalité, nous avons utilisé le théoreme
de l'inf-sup, applicable ici, puisque C’est un convexe fermé. n

Corollaire 2.0.4. .Soit A et B deux sous ensembles convexes fermés bornés de E, alors

(A, B) = sup, 5 ,(6*(z', A) — 6*(z', B))

WA, B) = supy 5, (107(x', A) = 6" (', B)))
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Démonstration.
Nous avons
e(A, B) = supzead(z, B).

Par le corollaire 1.0.3
e(A, B) = supealsup,cp , ((2',2) = 6*(«', B)) = SUD,' e [supeca((z’,x) — 6*(z', B))

et donc
6("4? B) = SUp,/ B , [5*($,v A) - 5*(‘73,7 B)]

Par la définition de h, nous avons

WA, B) = sup, g, (16"(«', A) = 8*(«, B)])

2.0.2 Semi-continuité supérieure.

Définition 2.0.7. .Soient T et X deux espaces topologiques et F' : T = X wune multi-
application. On dit que F est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point to € T , si
pour tout ouvert U de X contenant F(t,)(F(t,) C U), il existe un voisinage 2 de to tel que
F(Q) C U, c’est d dire F(z) C U Vz € Q.

On dit que F' est s.c.s sur T si elle est s.c.s en tout pointt € T .

2.0.3 Semi-continuité inférieure.

Définition 2.0.8. .On dit que F' est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point ty € T
si pour tout owvert U de X wvérifiant F(t,) N U # 0, il existe un voisinage w de ty tel que
F(z)NU #£0Nz € Qie, F1(U) est un voisinage de to).

On dit que F est s.c.i sur'l’ si elle est s.c.i en tout pointt € T.

Définition 2.0.9. .On dit que F' est continue au point t, si et seulement si elle est s.c.s et
s.c.i au point ty, et F' continue si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i.

2.0.4 Caractérisations de la s.c.s et la s.c.i.

Corollaire 2.0.5. Soit F': T' = X. La semicontinuité supérieure de F' est équivalente d
chacune des conditions suivantes

a) F1 (V) est un ouvert de T pour tout owvert V de X .

b) F~1(U) est un ouvert de T pour tout ouvert U de X .

¢ )F-Y(U) C F~Y(M )pour tout sous ensemble M de X .
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Corollaire 2.0.6. .La semicontinuité inférieure de F est équivalante d chacune des condi-
tions suivantes

i) F~Y(V) est un ouvert de T pour tout ouvert V de X .

i) FY(U) est un fermé de T pour tout fermé U de X .

i) F.(U) C F2Y (M )pour tout sous ensemble M de X .

Démonstration.

oF's.ci = 1).

Soit V' un ouvert de X, montrons que F~'(V) est un ouvert de T .

Pour cela, il suffit de montrer queF (V') est un voisinage de tous ses points.

Soit t € F7Y(V) & F(t)NV # (.V étant un ouvert de X et F est s.c.i au point ¢, alors il
existe 2 un voisinage de ¢, tel que Q C F~1(V), ceci implique que (V) est un voisinage
de t, donc F~1(V') est un ouvert de T .

oi) = ii)

Soit U un fermé de X . Montrons que F;'(U) est un fermé de T .

En utilisant la relation (1.0.1), nous avons

U est un ferme de X < X\U estun ouvert de X
F~H(X\U)est un ouvert deT
T\F:'(U) est un ouvert de T
FZY(U) est un ferme de T

T4

oii) = iii).
Soit M C X, nous avons F_'(M) C F_'(M).
En effet, Vt € F'(M)
Ft)CMCM & te FIY(M).

M est un fermé de X, alors F.'(M) est un fermé de T contenant F;' (M) d’ot,
FoY (M) C FEY (M)

0iii) = I s.c.i.
Soit t, € T et soit V un ouvert de X tel que F(t,) NV # ()
Montrons que F~(V) est un voisinage de t;.
Nous avons,
T\NFH(V)=F(X\V)=F (X \V)
et donc, T\ F~1(V) est un fermé de T, i.e.,F~1(V) est un ouvert de T', c’est & dire, F~1(V)
est un voisinage de tg O

Exemple 2.0.3. . Soient
F:R=R

R
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G:R=R

[~1,1] si t=0
téG(t)I{{O} si t#£0

Montrer que I est s.c.i sur R et qu’ elle n’est pas s.c.s au point 0.
Montrer que G est s.c.s sur R et qu’elle n’est pas s.c.i au point 0.

Démonstration.

Soit V un fermé de R. Montrons que F;' est un fermé de R.

Fi'={teR:F(t)CV}

e Si V' est un fermé de R ne contenant pas [—1, 1] et contenant 0, alors

FZY(V) = {0}, qui est un fermé de R.

e Si V est un fermé de R contenant [—1, 1] alors

F:Y(V) =R, qui est un fermé de R.

e Si V' est un fermé de R ne contenant pas [—1, 1] et 0, alors

F7H(V) =0, qui est un fermé de R.

D’oti la semicontinuité inférieure de F.

Montrons maintenant que F' n’est pas s.c.s au point 0.

En effet, 3U =| — 1, 5[ ouvert de R tel que F(0) C U,par contre Ve > 0, F(] — €, +€)[) =
Use)e o F(x) = [=1,+1] ¢ U. Donc F n’est pas s.c.s an point 0. O
Théoréme 2.0.2. . Soient X,Y deux espaces métriques, F': X =Y une multi-application.
F est s.ci au point xo si et seulement si pour toute suite (x,) de points de X | telle que
Ty, — xo et pour tout yo € F(xy), il existe une suite (y,) telle que y, € F(x,) et y, — yo-

Démonstration.

=/

Soit (z,) C X, telle que z,, = zp <

vV € V(l’o),ano > 07\V/TZ c N,TL >ng=x, €V.
Soit yg € F(x,) et soit U € V(y,).

Nous avons F(xg) NU # ), comme F est s.c.i,
30 € V(xg)/F(z) NU # 0,V € Q.

Qe V(.Io) =

Ing € N,Vn € Nyn > ng,x, € Q= F(z,) NU # 0,Yn > ng
Soit alors y, € F(z,) NU(n > ng), on conclut que

YU € V(y,), Ing € N,¥n € Nyn > ng,yn € U = yn — Yo.

Par conséquent, 3(y,) C Y tel que y, € F(x,) et y, — yo <  Supposons le contraire, c’est
4 dire I’ n’est pas s.c.t au point zy . F' n’est pas s.c.t au point zg <
U ouvert de Y tel que F(xg) NU # 0 et VQ € V(xg), 32 € Q, F(z2)NU =)

1
< 3dn € N,3x, € B(xg,—), Fx,) NU = 0.
n
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On obtient alors la suite (z,) avecz, — g
Par contre, il n’existe pas de suite (y,) , telle que vy, € F(z,) et y, = y, € F(xo) N U, car
sinon on aura

VYW € V(yo), Ing € N,Vn € Nyn > ng =y, € W.

En particulier pour U = W | donc y,, € U . Contradiction avec F(z,) NU = 0. Dot le
résultat. O

Théoréme 2.0.3. .Soit F': X =Y une multi-application s.c.s d valeurs fermées . Alors le
graphe de F est fermé.

Démonstration.
gph(F) = {(z,y) € X xY/y € F(z)}.

Soit (x,,y,) une suite de gph(F) qui converge vers (x,y). Montrons que (z,y) € gph(F).
Xs.c.s = Fs.c.s au point © = VU ouvert de Y tel queF(z) C U,3Q € V(x) tel que
F(z) cUVz €.

D’autre part, Q € V(z) et x, — = =

dng e N,Vn e Non > ng =z, € Q= F(x,) CU,Vn > ny
Nous avons alors pour tout voisinage ouvert U de F'(x)
dng € N,Vn € Nyn > ng = F(z,) C U.

Or,
Up € F(z,) =y, € U,Vn > ng

Up € F(z,) < y,€U¥n>ng
= W wvoisinage de X (z),3Ing e NNVn e Non>ng =y, €U
= Ve>0,3Ing e N,Vn € Nyn > ng = d(y,, X(z)) <e

& Ye>0,3ng e N,Vne Nyn >ng =y, € F(z) = F(x)

Comme vy, — y et F(z) est fermé, alors y € F(x) et donc (z,y) € gphF.
Par conséquent le graphe de F' est fermé. O

Théoréme 2.0.4. .Soient F : X = Y,G : X = Y deux multi-applications telles que,
Ve e X, F(zx)NG(z) # 0

On suppose que

i) F' est s.c.s au point xy € X;

i1) F(xq) est compact ;

iii) le graphe de G est fermé.

Alors, la multi-application F NG est s.c.s au point xg.
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Démonstration.

Soit N un voisinage ouvert de F'(x¢) N G(z9) = (F' N G)(x) . Trouvons un voisinage V' de
xo tel que (FNG)(z) C N,Vz € V. e Si F(xy) C N, par la s.c.s de F' au point z ,

3V voisinage de xg tel que Vo € V, F(z) C N et donc F(z) N G(z) C N,Vz € V, d’'ou le
résultat. e Si F'(z,) ¢ N , considérons 'ensemble K = F(zo) N (Y \ N) qui est compact,
puisque F'(zg) est compact et (Y \ N) est fermé.

Nous avons, Vy € K,y ¢ G(zy) (car siy € G(x¢) alors y € G(x9) N F(x9) C N, contradiction
avec le fait que y € (Y \ V)).

y & G(xo) = (0,y) ¢ gph(G) qui est ferme.

En posant H = ((X x T) \ gph(G)) on aura (zg,y) € H qui est ouvert, et donc il existe V
un voisinage ouvert de z, et il existe W, un voisinage ouvert de y tels que (V7 x W,) C
H = (Vi x W) N gph(G) =0,

d’ot
(9.1) Ve (VY),G(x) N W, =0 D'une autre part,
K= U {y} C U W,
yeK yeK

(Wy)yex est un recouvrement ouvert de K qui est compact, donc on peut lui extraire un
sous recouvrement fini

K C OW% =W,
i=1

W est un voisinage ouvert de K et W U N est un voisinage ouvert de F(z) . En effet,
F(z,) C F(zg) UN = (F(zo) N(Y\N))UN=KUN C WUN.

Comme F' est s.c.s au point xg , il existe un voisinage V; de xq tel que

(9.1) F(x) C WUN,Vx € V. Soit V,, = VoN (N, V). Par les relations (9.1)
et (9.2)
VeeV,, exelVyetwen VY
)W, =0,Vi=1,net
Vo € Ve, & { )CWUN
m W =10, et
)CWUN
)mG( JC(WUN)NG(x) =NNG(x) C N.
Par conséquent, Vz € V,,,, F(z) N G(x) C N, d’ot le résultat. O

Corollaire 2.0.7. .Soit G : X = Y wune multi-application d valeurs non vides, avec Y un
espace compact.
Si le graphe de G est fermé alors G est s.c.s.
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Démonstration.
Appliquant le théoréme précédent aux multi-applications G et

F.: X=Y

r— F(z)=Y.

Nous avons,
Vee X, F(z)NG(x)=yNG(x)=G(x) #0
Pour tout 2G4
1) F(xp) =Y est compact ;
2) F est s.c.s au point xy (car F' est constante) ;

3) gph(G) est fermé.
Alors,G = FFN G est s.c.s au point xg et donc G est s.c.s sur X. O

Définition 2.0.10. .Soit (A,d), (Y.d) deux espaces métriques et soit F : A=Y un multi-
application.

On dit que F' est H — s.c.s au point xo € X si et seulement si,

Ve > 0,30 > 0/F(B(z,,0)) C V(F(xg),€) ={y €Y :d(z, F(zo)) < €}.

On dit que F est H — s.c.s sur A si et seulement si elle est H — s.c.s en tout point de A.

Corollaire 2.0.8. . Si F' est s.c.s au point xy alors F' est H.s.c.s au point xo (L’implication
inverse est fausse ).

Démonstration.

Soit € > 0 et Soit U = [V (F(xg),€]° = {y € Y, d(y, F(z9)) < €}.

Nous avons, F'(zg) C U , or F est s.c.s au point xg = 30, voisinage
de xg tel que F(z) C U,Vx € O,,.

Oy, € V(xo) = 3§ > 0, B(x,,0) C O,,
= F(B(x9,0)) C F(O,,) CU = [V(F(x,),€)]° C V(F(xg),e€).
D’ota
Ve > 0,30 > 0, F(B(xg,0)) C V(F(x0),¢€).
Par conséquent, F' est H — s.c.s au point x ]

Corollaire 2.0.9. . Si F(x) est compact alors la H — s.c.s de F' au point xq est équivalente
dla s.c.s de F au point x.

Démonstration. Nous avons, F's.c.s au point 2o = F' H — s.c.s au point xo(Corollaire 1.0.7).
Montrons maintenant que, F' H — s.c.s au point o = F' s.c.s au point xg.
Soit U un ouvert de Y tel que F(xy) C U . Comme F(xg) est compact alors,

>0 tel que [V(F(x),n)]° CU.
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D’une autre part,

Ve € (07 77)’ V(Fxoa 6) C [V(F($O)> 77)]0‘
En effet, Vy € V(F(x0),€),d(y, F(xg)) < e <n=y € [V(F(x)],n]°.
F étant H — s.c.s au point xq alors

dn >0 tel que F(B(xg,6)) C V(F(xg),e) CU

D’ot, YU voisinage ouvert de F'(z),3Q = B(z,d) € V(x0) tel que F(z) C U,V € Q.
Par conséquent, F' est s.c.s au point xg . ]

Corollaire 2.0.10. .Soit F' : X = Y une multi-application d valeurs fermées. Alors F' est
H — s.c.s au point xq si et seulement si pour toute suite (x,,) C X convergeant vers xo, nous
avons

limy,oce(F(xy,), F(z0)) = 0.

Démonstration.
=/
F H — s.c.s au point xy < Ve > 0,35 > 0/F(B(x¢,6)) C V(F(x),€).
Nous avons
T, > < V(>0,3Ing € N,Vn € Nyn > ng = d(x,,x0) <

Ty, = x <= V(>0,3Ing € N,Vn € Nyn > ng = z,, € B(xo, ().
En particulier, pour { = 6,

dng € N,Vn € Nyn > ng = x,, € F(xo,9).

D’ot
F(z,) C F(B(x0,0)) C V(F(z,),¢€)).
F(z,) CV(F(x,),€) <

e(F(xy), F(x,)) < e = limyoe(F(z,), F(x0)) = 0.
< / Supposons que F' n’est pas H — s.c.s au point zy <

Je > 0,Y6 > 0, F(B(20,0)) ¢ V(F(x0), e).

=
de > 0,Vn € N*, F(B(z,, %)) ¢ V(F(x0),e).
< 1
de > 0,Vn € N*, 3z, € B(z,, 5), etFix,) ¢ V(F(x0),€).
54
Ty — Tg et limy,_ooe(F(xy,), F(xq)) # 0.
D’ot I'équivalence. O
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Définition 2.0.11. .Soient (X,d), (Y, F) deur espaces métriques et soit F : X =Y une
multi-application.
On dit que F' est H — s.c.i au point xqg € X si et seulement si

Ve > 0,30 > 0/F(xg) C [V(F(x),€)]°, Vo € B(xo,9).
F est H— s.cai sur X si elle est H— s.c.i en tout point de X .

Corollaire 2.0.11. .57 F est H — s.c.i au point xq alors F' est s.c.i au point xg

Démonstration.

Supposons que F' est H — s.c.i au point zg et qu’elle n’est pas s.c.i en ce point. Donc
nous avons l'existence d'un ouvert U de Y vérifiant F(z,) N U # 0 et V € V(x0),30 €
V/IF2YNU =0«

1
Vn € N*, 3z, € B(x,,—)/F(z,) NU = 0.
n
D’une autre part, par la H — s.c.t de F' au point xy nous avons
Je > 0,Yn € N*, 3z, € N;n > ng = Fxg) C [V(F(xn),€)]°.

=
F(zo)NU C [V(F(xn),€)]% ¥n > ny.

soit y € F(xn) NU = [V(F(z,),6)]° = d (y, F(z,)) < e =

infy.er xn)d (Y, yn) < € =Yk > 0,3y, € F(x,,) tel que d (y,yx) < %

Pour k assez grand, on obtient y, € U , contradiction avec F'(x,) N U = (). Par conséquent,
F H—s.ci= F s.ca. ]

Corollaire 2.0.12. .Si F(xq) est compact alors
F H — s.ci au poin xog < F s.c.i aupoint x.

Démonstration. .Nous avons, F' H — s.c.i au point o = F s.c.i au point zy (Corollaire
10.13).

Supposons maintenant que F' est s.c.i au point zy . Nous avons
- J wc U B
yeF(z0) yeF (20)
Comme F'(z) est compact, alors on peut extraire un sous recouvrement fini
F 8 B L
x [, =€
()€ U Bl 59

F' est s.c.i au point xy =

1
351 > O,Vl’ € B(l’o,(si), F(.ﬁE) N B(yl, —€

56) # 0
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pour ¢ = 1, m.
Soit § = infi<i<md; Si, nous obtenons alors, € F(x,0)

= F(z)N B(y;, %e) #0,Vi=1,m.

1 1
= 3z € F(x) et d(y;, 2) < 26 = Vi € V(F(x), 56)7Vi =1,m.

= B(y, %6) C [V(F(zn),€)]°,Vi=1,...,m.

En effet, V2 € B(y;, %6), Az y:) < %6 =

I ! 1 1 ’
d(z,z2) <d(z,y;) + d(yi, 2z ) < ze+ —e=€= 2z € [V(F(x,),€)]°.

2 2
Par conséquent,
" 1
F(zo) C U B(yi, 56) C [V(F(xy),€)|° C V(F(zn),€),Vx € B(xo,9),
i=1
et donc F' est H — s.c.i. au point g . O]

Corollaire 2.0.13. Soit F' : X = Y wune multi-application a valeurs fermées. Alors F est
H-s.c.i au point xy si et seulement si pour toute suite (x,,) C X convergeant vers xq, nous
avons

lim e (F (xg), F (z,)) =0

n—oo
Corollaire 2.0.14. Soit F': X = Y une multi-application a valeurs compactes. Alors, F est
H-continue (continue par rapport a la dictance de Hausdorff) si et seulement si pour toute
suite (z,,), C X convergeant vers xo nous avons corrolaire

Tim b (F () F (20)) = 0

Corollaire 2.0.15. La composition de deux multi-applications s.c.i (resp. s.c.s) est s.c.i
(resp. s.c.s).

Proposition 2.0.5. Soient T, X deux espaces topologiques et Fy, Fy : T = X deux multi-
applications. Alors,

a) si Fy et Fy sont s.c.i au point tog € T, alors t — Fy(t) U Fy(t) est s.c.i au point to (ce
résultat n’a pas lieu pour l'intersection).

b) Si Fy et Fy sont s.c.s au point tg, alors t — F(t) U Fy(t) est s.c.s. au point ty.

c) Supposons que X est métrisable. Si Fy, Fy sont a valeurs fermées et s.c.s au point tqy, alors
t— Fi(t) N Fy(t) est s.c.s au point t.
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Proposition 2.0.6. Soit X un espace localement convexe et soit  : T — R une fonction
continue au point tg € T et Fy, Fy : T'= X deur multi-applications.

Soit F(t) = a(t)Fi(t) + Fy(t) et G(t) = coFy(t).

a) St Fy et Fy sont s.c.i au point ty, alors F' et G sont s.c.i au point tg.

b) Si Fy(to) et Fy(to) sont compacts et si Fy, Fy sont s.c.s au point ty, alors F' et G sont
s.c.s au point tg.
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Chapitre 3

Inclusions Différentielles Semi-Linéaires
Impulsives

Ce chapitre traite des inclusions différentielles impulsives, il présente des résultats d’exis-
tence dans un éspace de Banach. Ces résultats s’appuient sur des techniques modernes telles
que le théoréeme du point fixe de Krasnoselskii. L’objectif est de démontrer comment ces
théories peuvent s’appliquer a divers problémes dans les mathématiques appliquées.

2'(t) — Az(t) € Fi(t, =(t),y(t), ¥'(t) — Aay(t) € Fa(t, x(t),y(t)), t€[0,b], (3.1)
a(th) —x(ty) € Ll(x(ty), y(tf) —yty) € Le(y(ts)), k=1,...,m (3.2)
z(0) = w0,  y(0) = wo, (3.3)

Ou J :=[0,b], F est un espace de Banach, Fy, Fy: J x E x E — P(FE) sont des multifonc-
tions, xg,y0 € F. 0 =ty < t; < ... <ty < tjms1 = b. Les opérateurs A;, ¢ = 1,2 sont des
générateurs infinitésimaux d'un Cy —semi-groupe {7;(t) }+>o sur un espace de Banach (E, |-|)
respectivement, Iy, I}, : E — P(E) (k=1,...,m), et Ayl—, = y(t{) — y(t;). Les notations
y(t)) = hliréh y(t+h) et y(ty) = hli)rggr y(tx — h) représentent les limites & droite et a gauche

de la fonction y a t = t;, respectivement.

En I'absence d’impulsions, le systéme ci-dessus est utilisé pour étudier les problémes de
conditions initiales et les problémes aux limites pour les systémes différentielles non linéaires
compétitifs ou coopératifs issus de la biologie mathématique [?] et de I’économie mathéma-
tique [?].

Dans [18, 26] les auteurs présentent des résultats d’existence et d’unicité pour des sys-
témes d’équations différentielles semi-linéaires sans impulsions. Récemment, Precup [25] dé-
montré le role de la convergence des matrices et des métriques vectorielles dans 1’étude des
systémes d’opérateurs semi-linéaires.
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3.1 Solutions Faibles

Pour définir des solutions faibles pour le probléme (3.1) — (3.3), nous considérons I’espace
suivant :

PC={z:10,b| > E, z € C(J, E), k=0,...,m, tel que
z(t,) and z(t}) existent et vérifient z(t,) = z(t) for k=1,...,m}.

Cet espace est muni de la norme suivante :

1zl P = max{[|zk]loc, K =0,...,m},
PC' est un espace de Banach. Dans tout ce chapitre, A est un générateur infinitésimal d’un
Co — semi-groupe {T;(t) }+>0,7 = 1,2 et il existe M > 0 tel que

ITM) <M teR,.

Une function (z,y) € PC x PC est appelée une solution faible du probléme (3.1)-(3.3)
s'il existe vi, vy € L'(J, E) tel que vi(t) € Fi(t,x(t),y(t)) i = 1,2 ae. on J, et Tp(x(ty)) €
Le(@(te)), Z(z(tr)) € In(z(tn)), k=1,....m

o(t) = Ty (t)zo + / Ty(t—s)vi(s)ds + Y T(t—ty)Ti(z(ty)).

0 O<ti<t

and

y(t) = To(t)yo + / To(t — s)vi(s)ds + Z To(t — tr)Ti(z(ty)).

0 0<tj<t

3.2 Reésultat d’existence

Soit (F,|-|) un espace de Banach séparable et F;: J X E X E — Pype(E),i = 1,2 sont
des multi-applications de Carathéodory qui satisfont certaines hypothéses suivantes :
(G1) Tlexiste une fonction p; € L(J,R™) et une fonction continue croissante 1;: [0, 00) —
[0,00),7 = 1,2 tel que

|Ei(t, z,y)|lp < p(t)Yi(|x| + |y|) for a.e. t € J presque partout sur z,y € E,

b > du
< |5

(Ga) Les applications I, I: E — P.(E),k = 1,...,m sont fermées. Il existe des
constantes ¢y, ¢, > 0 et des fonctions continues gzﬁk,ak :
mathbbR™ —
mathbbR™ tel que

1 1k(2)|lp < ckdr(|2]) foreach z € E; k=1,...,m

avec

et
17e(2)|lp < Crdy(|z]) foreach z € B, k=1,...,m.
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(G3) The semigroup T;(-), i = 1,2 is compact for ¢ > 0.
Le résultat suivant est connu sous le nom de théoréme de Gronwal-Bihari.

Lemme 3.2.1. [7] Soient u, §: [a,b] — R des fonctions continues positives. Supposons
qu’il existe ¢ > 0 et une fonction continue non décroissante ¢ : Ry — (0, +00) telles que

u(t) < c+/ g(s)o(u(s))ds, Vte

u(t) < H™? </atg(s)ds>, VieJ

+00 dy b7

Ici, H™' désigne linverse de la fonction H(u) = fcu ¢Céy) pour u > c.

Théoréme 3.2.1. Supposons que F' satisfait 'une des conditions (Gy), (G2) et (Gs). Alors,
Uensemble des solutions du probleme (3.1)-(3.3) est non vide.

Alors

a condition que

Démonstration. Considérons l'opérateur N: PC x PC' — P(PC x P(C') défini pour (z,y) €
PC x PC par

Ty (t)xo + fot Ti(t — s)vi(s)ds
+ ZO<tk<t Tl(t - tk)Ik(y(tk )v ted

N(z,y) = ¢ (h1,he) € PC x PC: (hy(t), ha(t)) =
To(t)yo + fo Th(t — s)ve(s)ds
+Zo<tk<tT2( tk)zk( ( ))v ted

ot v; € Spay = {v € LNJ,E): f(t) € Fi(t,(t),y(t)), ae t € J} et Li(x(ty)) €
Te((te)), Ze(y(te)) € Lu(y(tr)), k= 1,.

Il est clair que les points fixes de I’ operateur N sont des solutions du probléme (3.1)-(3.3).
Soit

B _ _ Ti(t)zo + OtTl (t — s)vi(s)ds
Ny(z,y) = {h1 € PC: h(t) = { + 3 et Tt — g;)zk(y(tk)), teJ }
et
B . B To(t)yo + fo Ty(t — s)va(s)ds
No(z,y) = {hz € PC: ho(t) = { + Y 0cr, et Dot — te)Zr(y(te)), t € J }
Ainsi

N(x,y) = (Ni(x,y), No(x,y)) pour tout (z,y) € PC x PC.

Etant donné que, pour chaque (x,y) € PC x PC, la non-linéarité F' prend des valeurs
convexes, I’ensemble de sélection Sp,, est convexe. De plus, par (Gz), N a des valeurs
convexes. D’aprés (G1) et (Gy), on peut montrer que N applique des ensembles bornés.
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Etape 1. N applique des ensembles bornés dans des ensembles équicontinus de PC x PC.
Il suffit de prouver que N (B, x B,) est relativement compact dans PC' x PC, ou B, =

{z € PC: |zllpc < ¢}

Premiérement, N (B, x B,) est un ensemble équicontinu de PC' x PC. Pour le Voir soient

0<7 <7 <0, (x,y) € By x By, et (h1,hy) € N(x,y). Alors, il existe v; € Sp, 5,,1 = 1,2 et

Zin(x(tr)) € Lz (tr)), Z(y(te)) € i(y(tr)), k=1,...,m, tels que

hl(t) = Tl(t).’ﬂo + /t Tl(t — 8)1)1(8)(18 + Z Tl(t — tk)Zk(a:(tk)), t e J,

0<trp<t

hg(t) = Tg(t)yo + /Ot Tg(t — S)UQ(S)dS + Z Tg(t — tk)j'k(y(tk:))a teJ

0<tp<t

En posant dj, = supy, <, ¢x(r) et dy, = SUD|, <q ¢,.(r), on obtient les estimations

|hi(72) — ha(m)| < |T(T2)$o — T(11)o]
+ [, 1T (72 — 5) = Ti (71 — )l Bmypr(s)h1 (q)ds
+ f 1T (72 — )|l Bpypi(s)1(q)ds + D232y (e — 71) I (k)
+ 20<tk<n di|| Ty (T = te) — Ti(me — te)|| B()-

Ainsi,
|hi(m2) — ha(m1)] < || Ti(72 — 1) — Id|| () |0l
+ My (g )HT1(72—71 — Id||pw) [y pi(s

+M11/11 f pl d5+M12n<tk<Tzd’f
+HT1(7'2—7'1) [d”B Zo<tk<ndk

Les termes du coté droit tendent vers zéro lorsque 7 — 75 — 0.

Nous montrons maintenant que
Hi(t) = {Ni(z(t),y(t)) : t € J, (z,y) € By x B,}

est un ensemble précompact dans E. Soient 0 <t < bet 0 < € < t. Alors pour (z,y) € B,xB,,
nous avons

(N(z(t),y())(t) = {Ti(t)zo+ [y “Ti(t — S)Ul(s)ds + D 0ct < T1(t — i) I (x(tr)) }
= Ti(e){Ti(t — €)xo + fo Ti(t — e — s)vy(s)ds
+ ZO<tk<t Ty(t — e —tp) Ie(z(th))}

Comme T (€) est compact, I’ensemble
H(t) = {Nc(x(t), (t)):(xy)el’)’ x B,}
= Ti(e){Ta(t —¢) xo—l—f Ti(t —e— s)vi(s)ds

+ 2 0ct et Ta(t — € — 1) Ti(z(th)),
(z,y) € By x By, v1 € Spay, Ti(x(ty)) € In(x(tr))},
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est précompact dans E. De plus, pour tout (hy(t), he(t)) € Ni(x(t),y(t)) x N(x(t),y(t)), tels
que

h(t) = Ty(t)ao+ i Ti(t — s)vi(s)ds + Sgop o Tilt — t)Tu(x (b)),
et
hg(t) = T IQ + f T1 t - 8)1)1( )dS + 20<tk<t Tl(t - tk)Ik(l’(tk)),

hi(t) = he(t)] < My [ pi(s)ib(r)ds.

Cela tend vers 0 lorsque ¢ — 0. Par conséquent, il existe des ensembles précompacts
arbitrairement proches de ’ensemble H(t). Ainsi, H(t) est précompact dans E. Il est clair
que H(0) = {up} est précompact dans X. Par conséquent, pour chaque ¢ € [0, b], I'ensemble
H(t) est précompact dans E.

Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, nous concluons que N; : PC x PC' — P, ,(PC) sont
des opérateurs complétement continus.

Etape 2 : N a un graphe fermé
Soit (T, yn) — (x,v), hn € N(zp,y,) et by, == (b}, h2) — h := (hy, hy). Nous allons

n’''n

prouver que h € N(z,y). Maintenant, h, € N(a:n,yn) signifie qu’il existe v, € Sk, 4, 4,1 =
1,2 et ZP(x(ty)) € Ip(xn(te)), i (yn(tr)) € Le(yn(tr)), k =1,...,m, tels que

h;(t):Tl(t)onr/ Ti(t — s)v}(s)ds + Z Ti(t — t) I (zn(te)), t € J,

et
hi(t):Tg(t)yg—i—/ To(t — s)oi(s)ds + > Ta(t — )Ty (yalt)), t € J.

0<tp<t

En écrivant i) et h? sous la forme :

Lo(v})(1), site[0,t],
Ly (vh)(1), sit € (ty,ts],

Ly 1(vh)(t), sit € (tm_1,tml,
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ou

et
Z:LO(U%)(t), site|0,t],
hi(t) _ '[/1(1)3)(15)7 ‘Sl le (tl’tQ]v
L1 (02)(t), sit € (tm1,tm),
Lo(v2)(t) —Tg(t)yo+/0 To(t — s)v2(s)ds, t € [0,t4],
Ly (vp)(t) = To(t — t1)[Lo(vy) (t1) + I3 (Lo (v;,) (t1)))] +/t Un(s)ds, t € (tr, to),
La(vy) () = To(t — t2)[La(vy) (t2) + I3 (La(v;,) (£2))] +/t va(s)ds, t € (t2, 13,
Lot (02)() = Tt =t ) L2 (02) (ton1) + Ty (B2 (02) (1))
+/ v2(8)ds, t € (tm_1,tm].
Considérons l'opérateur linéaire continu
Iy :LY[0,t,],E) = C([0,4], E)
défini par .
v—=T1(v)(t) = /o Ti(t — s)v(s)ds, t€]0,t],
et

Lo(vh)(t) = Ty (t)xo +/0 Ty (t — s)vl(s)ds, t € [0,ty],

Li(w})(t) = Th(t — t1)[Lo(v}) (1) + I} (Lo(v +/ vy (s)ds, t € (t1,ta),

LQ(U%)( ) Tl(t — tg)[Ll( )(tg) +In L1 +/ dS te tg t3

Lin—1(v)(t) = T1(t = ty1)[Lin—2(0) (tm—1) + 5,1 (Lin—2(vy) (tm—1))]
+/ vl (8)ds, t € (tm_1,tm)-

Fk : Ll([tk7tk+1]7E> — C*([tkathrl]?E)

42

(3.5)



défini par

v—=Tr)(t) = /t Ti(t — s)v(s)ds, t € [tg,trr1], k=1,...,m,

173

ou
Col[tr, trz1], E) = {y € C((tg, trs1], E) : y(t)) existe}.

D’aprés le Lemme 77, il s’ensuit que ['y, 0 .S pr @ un graphe fermé, ou

Spr = {v € L' ([ty, tia], B) 1 0(t) € Fit, x(t),y(t)), p-p.t € [t ten]}, k=0,1,...,m.
De plus, nous avons

Lo(vy)(t) = Ti(t)zo € T'1 0 S iay i)
Ly(v)(t) = Tu(t — t1)[Lo(v,) (12) + Z7 (Lo(vy) (11))] € T1 0 St ae) o)

n

o)t
La(vp)(t) = Tu(t — t2)[La (vy) (t2) + T3 (La(vp) (t2))] € T10 Sp2 40 o),

Lin—1(v)(t) = T1(t = trp—1)[Lin—2(0) (tm—1) + Lt 1 (Lin—2(03,) (tm—1))] € Tim © Spm () yt)-

I existe alors vg € Spo ., tel que

hl(t> = Tl(t)l’(] + /t T1<t - S>U0(5>d8, te [O,tl]

En utilisant le fait que Z; a un graphe fermé, il existe I1(z) € Zi(x) et v1 € Spa1 ;. tels que

ha(t) = T1(t — t1) [Lo(vo) (t1) + I1 (Lo(vp)(t1))] + / Ti(t — s)vi(s)ds, t € (t1,ta)].

t1

En continuant ce processus, nous obtenons
hi(t) = Ti(t — tm-1) [Lm—2<vm—1)(tm—1) + Im—l(Lm—Z(vm—l)(tm—l))}

-/ Tyt 5)om()ds, 1€ (tm .

Définissons

Ainsi, nous avons

h1<t):T1(t)xo+/tv(s)ds+ N Tt -t Iu(e(ty), te .

0<trp<t
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De maniére similaire, on peut prouver qu'’il existe ¥ € Sg, ,, and I.(y) € Zi(z), k=1,...,m
tel que

t
ha(t) = T(t)yo +/ v(s)ds + Z Tyt — ti) I (y(ts)), te€J.
0 0<typ<t
Ainsi, nous avons (z,y,h) € Graph(N).
Step 7. Bornes a priori des solutions
Soit (x,y) € PC x PC be such that (z,y) € N(z,y). Alors, il existe (vy,v2) € Sk 2y X Sm ey
et Tp(z(ty) € In(z(tr), Te(y(tr)) € L(y(te)), k=1,...,m, tel que

z(t) =Ty (t)xo + /t Ti(t — s)vi(s)ds + Z Ti(t — tg)Zi(x(ty)), t € J

0 0<trp<t

et
y(t) = Tg(t)y() +/ Tg(t — S)UQ(S)dS + Z TQ('[Z — tk).’fk(y(tk)), teJ

0 0<tp<t

e For t € [0,t], nous avons :

¢
Elz(t)] < M|ZL‘0|—|—M/ |v1(s)]ds.
0

Alors
2()] < Mlzo| + M / pr(s)a(j2(s)] + ly(s)])ds,
et
(O] < Mlyol + M / pa(s)ba(|(5)] + ly(s)))ds.
Ainsi,
2] + Iy < Mlzol + Mlyol + / p(8)6(|(5)] + y(s)])ds,

Yo = M(|zo| + |ol), p(t) = p1(t) + pa(t), t € [0, 1],

D’apres le Lemme 3.2.1, nous avons
t1
lz(@)| + |y(t)] < ¥,! (/ p(s)ds) := Ky, for each t € [0,],
0
ou
? du

Ainsi,
[2]loe < Ko and [|y[lec < Ko.
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e For t € (ty,1s], nous avons

2(t)] < M|L(e(t)]lp + M / jor(s)ds.

Ainsi
(O] = M)+ [ pi(5)n(te)] + (o))
et
0] < M + M [ pa(s)a(olo)] + (o)) s
Donc
01+ 0] < 2t [ el o)

M = M(¢1(Ko) + ¢1(Ko)), p(t) = pi(t) + pa(t), t € [t ta)].

Par le lemme 3.2.1, nous avons

to
()] + ly(t)] < Wt (/ p(s)ds) := K, for each t € [t1,1s],
t1

ou

_ * du
v U(u)

Uy (2)

Cela implique que
lalloo < Ky and [lyll < K.

e Nous continuons ce processus et obtenons

b
lz()| + |y(t)] < U1 (/ p(s)ds> := K, for each t € [t,,, 1],
tm

ou B
du —

\I/m(z) m, Ym = M(Qﬁm(Kmfl) + ¢m(Kmfl))

N Ym
Ainsi,
[2]loc < K and [|y[lec < Ko
Cela montre que
€ ={(z,y) € PC x PC: (x,y) € AN(z,y), A € (0,1)}

est borné. En conséquence du théoréme 1.4.1, nous déduisons que N admet un point fixe
(x,y) € PC x PC qui est une solution du probléme (3.1)-(3.3). O
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Chapitre 4

Un exemple

Dans cette section, nous présentons un exemple pour illustrer 'utilité et ’applicabilité
de nos résultats.

Exemple 4.0.1. Considérons le systéeme d’inclusions différentielles impulsifs swivant

(W(t€) € Lut,&) + F(tult,&) v(t),, t>0, t#t, 0<E{<m,
V'(t,E) € agQU(t €) +G(t,u(t,&),v(t,§)), t>0, t#t, 0<E<m,
u(tz7€) - (tk 75) - aku(tk 7£)> k= 17 Uz
u(ty &) — vty &) =av(t,,§), k=1 ,m, (4.1)
uw(t,0) = wu(t,m)=0,t>0,
v(t,0) = w(t,m)=0,t>0,
u(0,§) = wu(§), 0<E <,
U(07€> = Uo(é)a 0 < 5 < T,

\

ot oy, >0, et G, F 1 [0,7] X R X R — Pgp(R) sont des applications multivoques.
Soit
(&) =o(t,§) tel 0],
N(E) = anu(ty,€) € € [0 ml, k=1 ,m,
F(t,u(t,§),v(t,€), . §€[0,7],
G(t,u(t,§),v(t,€)), , §<0,7].
uo(€) = u(0,€), vo(§) =v(0,8) , §€ [0 7,

Prenons K = H = L*([0,71]). Nous définissons 'opérateur A by Au = u”, avec domaine
DA)={veH, v v €H and u(0)=u(r)=0}.

Alors, il est bien connu que

)
In(z(tr)) (€) = agu(ty , &), Tu(y(te

)=

) =

o0

Az = — Ze_"2t<z, en)en, € M,

n=1
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et A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique {S(t)}i>0 on H, qui est
donné par

Styu =32 e Hu,ep)en, u € H, et ey(u) = (2/7)2sin(nu),n = 1,2,--- , est 'en-
semble orthogonal des vecteurs propres de A. Le semi-groupe analytique {S(t)}4~0, t € J, est
compact et il existe une constante M > 1 such that ||S(t)||* < M.

Supposons maintenant que :
(i) Il existe des nombres positifs dy,dy, k € {1,--- ,m} tel que

L&) < di,  [1n(€)] < di

pour tout £ € R.
(i) Les fonctions F, G : [0, T|XH — Pepew(H) définies par Fi(t,u)(.) = F(t,u(.)), G(t,u)(.) =

G(t,u(.),u(.) = (x(.),y(.)) are u.s.c. et nous imposons des conditions adéquates sur
F and G pour vérifier lassumption (Gy) .

(iii) 17 existe une fonction intégrable n : [0,T] — RT tel que
[E(t, 2, y)]” < nv(l=® + y*), Gz, y)” < n)e(lz® + |yf*)

pour tout t € [0,T] and x,y € R, ou ¢ : [0,00) — (0,00) est continue, non décrois-
sante et concave avec

> ds

L Y(s)

Ainsi, le probleme (4.1) peut étre écrit sous la forme abstraite suivante

= +00.

((2/(t) € Ax(t) + F(t,x,y), teJ:=][0,T],
y'(t) € Ay(t) + Gt,z,y), te J:=10,T],
z(t5) — x(ty) = I(z(ty)), k=1,...,m; (4.2)
?JEtZ;) y(te) = L(y(tr)), k=1,...,m; '

[ (0) = |

Gréace a ces hypotheéses, il est évident de vérifier que (G;) — (G3) sont valides. Par consé-
quent, les hypothéses du Théoréme 3.2.1 sont satisfaites, et nous pouvons conclure que le
systéme (4.1) posséde une solution faible sur [0, 7).
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Conclusion et Perspective

Conclusion axée sur la recherche fondamentale
Ce document a permis de clarifier les fondements théoriques des équations différentielles
impulsives dans le cadre multivoque, en proposant des outils et concepts rigoureux tels que la
distance de Hausdorff et les théoréemes de point fixe appliqués aux fonctions multivoques. Les
résultats obtenus renforcent la compréhension des structures mathématiques sous-jacentes a
ces systémes.

Perspectives
Les travaux futurs pourraient approfondir I'analyse qualitative des solutions, en particulier
dans des espaces fonctionnels plus généraux. Une direction prometteuse serait également
I’étude des interactions entre dynamique impulsive et processus aléatoires, ce qui ouvrirait
de nouvelles pistes pour les systémes stochastiques impulsifs. Enfin, l'intégration de ces
notions dans des cadres computationnels pourrait élargir leur portée.
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