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Introduction générale : 

 

       La compréhension et l’exploitation de la matière à l’état solide est obtenue par la science des matériaux, 

particulièrement  par la physique des matériaux qui étudie les systèmes à un grand nombre d’atomes. Cette 

science est la base de la technologie moderne et de ses applications multiples du laser au cosmos. La disposition 

d’outils de calculs performants et efficaces permet la rapidité de ces études de systèmes à un grand nombre 

d’électrons et de noyaux ainsi que la rapidité des calculs de simulations permettant de prédire    les propriétés 

électroniques , structurales , magnétiques , optiques , élastiques ..... etc de matériaux  qu’on n’a pas pu observer 

expérimentalement. La synthèse de nouveaux matériaux qu’ils soient des composites, alliages, semi-

conducteurs ou cristaux liquides ....constitue un domaine très important de l’industrie et un enjeu majeur de la 

technologie moderne [1]. 

 

       Ainsi la simulation et la modélisation sont  nécessaires pour trouver des matériaux candidats prometteurs 

pour les essais expérimentaux qu’on peut synthétiser par la suite et elles permettent de minimiser  le temps et le 

cout des études et des réalisations  des matériaux pour l’industrie.  

 

       Les aimants semi-métalliques ont attiré l’attention de beaucoup de chercheurs par leur applications en 

spintronique et en magnéto-électronique, ces dernières décennies [2,3]. Ces composés semi-heuslers présentent 

un caractère ferromagnétique et un gap énergétique dans une bande généralement spin majoritaire (spin up) 

alors que l’autre bande de spin minoritaire (spin down) serait fortement métallique. Ceci résulte en une spin-

polarisation des électrons de conduction. Les HMF ont un courant 100% spin polarisé pour  les Mémoires 

magnétiques MRAM (Magnetic Random Access Memories) ainsi que d’autres dispositifs. 

       L'addition du degré de liberté  - spin -  aux dispositifs électroniques conventionnels à base de semi-

conducteurs présente plusieurs avantages tels que la non-volatilité, l'augmentation de la vitesse de traitement de 

données, diminution de la consommation d'énergie électrique et les densités d'intégration accrues [4–6].  

 

       Dans ce travail, nous présentons un calcul ab-initio [7] des premiers principes des propriétés structurales,  

électroniques, élastiques  et magnétiques du composé  Half-Heusler   de formuule générale  XYZ . Ce calcul 

utilise l'onde plane augmentée à potentiel plein FP-LAPW [8],   implémentée dans la code Wien2k [9] . 

 

       Les méthodes ab-initio ont été très utilisées  pendant plus d’une décennie déjà. Parmi ces méthodes, la 

méthode des ondes planes augmentées Linéarisées à potentiel plein FP-LAPW , elle est basée sur la théorie 
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moderne de la fonctionnelle de densité (DFT) [10] et implémentée  dans le code de calcul WIEN2k qui nous a 

permis d'étudier les propriétés aussi bien électroniques qu'élastiques et magnétiques  de notre système .  

       Le présent travail est organisé comme suit: une introduction générale,   

- Dans le premier chapitre nous présentons le matériau semi-Heusler …….. et sa structure cristalline. 

- Dans le chapitre II nous illustrons la DFT, l’équation de Schrödinger et les deus théorème de Hohenberg 

et Kohn et montrons les deux approximations bien connues du potentiel d’échange-corrélation à savoir 

celle de la densité locale ou LDA et celle du gradient généralisé ou GGA  [11]. . 

    -    Dans le  chapitre III, nous voyons de manière assez détaillée la méthode FP –LAPW et une description du  

code de calcul Wien2k  . 

    -  Dans le  chapitre IV, nous définissons les composés Heuslers  ensuite, nous présenterons les propriétés 

structurales, élastiques, électroniques, magnétiques des composés XZrAs( X= Cr, Mn, V). 

        Enfin, nous finirons par une conclusion générale. 
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I.1. Introduction: 

 
      L’histoire des matériaux heuslers remonte à l’année 1983, après l’invention théorique de la demi-métallicité 

du  semi-Heusler NiMnSb par  De Grout,  cette famille de composés a fait une révolution dans la science [1].  

En 1903, le scientifique Fritz Heusler a découvert qu’un alliage avec une formule du type Cu2MnAl se 

comporte comme un matériau ferromagnétique, même si aucun de ses constituants ne soit magnétique [2,3]. 

Depuis la naissance de la spintronique (l’électronique de spin), les Heuslers ont pris une place intéressante en 

physique des matériaux à cause de la variété de leurs  propriétés magnétiques,  optoélectroniques et 

thermoélectriques. En 1934 une étude par rayons X, menée par Bradleyet Rodger, montre que la phase 

ferromagnétique de ce type d’alliages cristallise dans une structure ordonnée à température ambiante [4]. 

L'utilisation puissante de ces  semi-métaux pour la réalisation des dispositifs spintroniques, (comme la mémoire 

magnétique à accès aléatoire (MRAM) [5] est l'une des principales raisons de cette révolution [6,7]. Pour 

comprendre, étudier et réaliser de nouveaux matériaux semi-métalliques, plusieurs efforts ont été faits. Les 

demi-métaux ont des caractéristiques en ce sens qu'ils ont un comportement métallique pour la bande d’énergies 

des électrons de  spins majoritaires au niveau de Fermi, mais un comportement isolant/semi-conducteur pour la 

bande d’énergies  des électrons de  spins minoritaires. Le moment magnétique total des matériaux half heuslers 

est un entier, ce qui est une autre propriété des semi-métaux. Il existe deux types de matériaux semi-métalliques 

: les semi-métaux complets avec 100 % de spin polarisation au niveau de Fermi et les semi-métaux avec une 

densité d'états limitée au niveau de Fermi avec moins de 100 % de spin polarisation [8]. Aujourd’hui, de 

nombreux composés Heuslers  sont connus et présentent une grande variété de propriétés magnétiques (plus de 

1000 composés identifiés) [9,10]. Théoriquement, plusieurs matériaux, y compris les oxydes métalliques 

ferromagnétiques (par exemple CrO2 et Fe3O4) [11], les semi-conducteurs magnétiques dilués (par exemple les 

impuretés Mn dans Si ou GaAs) [12], les composés entièrement Heuslers [13] se sont avérés composés 

d’éléments  semi-métalliques et un grand nombre de composés semi-Heuslers devaient être  semi-métalliques 

[14,15]. Les semi-Heuslers à base de Zirconium et d'Arsenic sont  des matériaux des plus étudiés, ces dernières 

années. Diverses méthodes ont été utilisées pour ces études. Certains composés semi-Heusler à base d'As et de 

Zr ont été étudiés pour leurs propriétés structurales, électroniques, thermoélectriques, semi-métalliques et 

élastiques à la fois théoriquement et expérimentalement, comme les matériaux FeZrX (X = P, As, Sb et Bi) [16]. 

MnZrX (X = In, Tl, C, Si, Ge, Sn, Pb, N, P, As, Sb, O, S, Se, Te) demi-Heusler composés [17]. VZrAs et 

VZrSb composés demi-Heusler et Al1-xMxAs (M = Co, Fe et x = 0,0625, 0,125, 0,25) semi-conducteurs 

magnétiques dilués[18].   Les alliages Heusler sont appliqués  dans plusieurs domaines de la  technologie  telle 

que dans la spintronique où on peut trouver les dispositifs d'injection de spin [19] , les spinfilters[20], les 

jonctions tunnel TMR [21] ou dispositifs GMR [22,23]. 
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      Les alliages Heuslers sont des alliages ternaires ou quaternaires contenant  deux éléments qui sont des métaux 

de transition et un élément sp. Dans le type de heuslers ternaires il existe deux groupes: les alliages dit demi-

Heuslers de formule XYZ et ceux dits full-Heuslers de formule X2YZ où, dans les deux cas X et Y sont les 

métaux de transition et Z est un élément sp. Les alliages Heuslers cristallisent dans des structures cubiques à faces 

centrées F-43m (n°216) du réseau de Bravais. 

I.2.La spintronique (Electronique de spin): 

 

                    La spintronique est la relation entre trois grandeurs physiques: la charge de l'électron, le spin de l'électron et 

le photon (Figure I.1) [24,25]. Ces trois grandeurs sont la base essentielle de trois branches différentes  de la 

technologie de l'information et de la communication (TIC) : le traitement des données avec le transport des 

électrons, le stockage de l'information avec l'assemblage des spins et enfin le transfert des données avec les 

connections des fibres optiques. 

 

                  

                                 Figure I-1: Concept d'applications des composants spintroniques [26]. 

          En outre, le spin de l'électron peut être relié à l'optique par l'intermédiaire de l’hélicité du photon 

qui permet un transfert plus rapide des données. Le but dans ce domaine était l’invention de la 

magnétorésistance géante (GMR) observée dans des multicouches métalliques par l'intermédiaire du 

transport de la lumière qui est lié au spin électron [27, 28]. La GMR a déjà été utilisée  dans les têtes des 

lecteurs de disque dur (HDD).  
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      La découverte de la magnétorésistance à effet tunnel (TMR) était une étape importante découverte 

bien avant la GMR mais n'a pas été réalisée à température ambiante que récemment [29,30]. La future 

TIC aboutissait à un taux élevé de transfert des données à travers la fibre optique. Une grande partie de ce 

transfert rapide des données est due à la diode laser, qui dépend essentiellement de l'efficacité de cet 

isolant optique qui est constitué d'un semi-conducteur magnétique dilué DMS utilisé dans les composants 

magnéto-optiques [31]. 

 

 I.3.Les alliages Heusler: 

          

       I.3.1.Définition: 

             Les alliages Heuslers ont souvent été appelés  alliages intermétalliques. Ils ont  comme formule 

générale X2YZ, où X et Y sont des métaux de transition et Z est un élément du groupe III ou du groupe 

IV ou V dans le Tableau périodique. Dans certains cas, Y est remplacé soit par un élément des terres 

rares, soit par un métal alcalino-terreux [32]. Le Tableau I.1 montre une présentation des combinaisons 

possibles d'éléments formant ces matériaux. 

                                    

                            Tableau I.1: Tableau périodique des éléments 

  

 

L1

 

       I.3.2.Les différents types de heuslers : 

             I.3.2.1. Les alliages Full-Heusler : 

      Les alliages full-Heusler sont caractérisés par la formule chimique X2YZ dont X et Y sont les métaux de 

transition et Z est un élément du groupe III, IV ou V selon le tableau périodique et la maille conventionnelle 
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cubique de leur phase ordonnée L2 prototype de cette structure régulière est celle du type Cu2MnAl [2-4]. Ils 

cristallisent dans  la  phase cubique parfaitement ordonnée de groupe spatial Fm3m (n◦225) voir  Figure I.2, 

Figure I.3  

          I.3.2.2. Les Alliages Heusler inverses : 

   Pour étudier les deux atomes X  de l’alliage X2YZ séparément, on utilise souvent le groupe d’espace N◦216 

(F-43m) c’est-à-dire l’un des atomes X occupe le site 4c(1/4,1/4,1/4) et l’autre occupe le site 4d(3/4,3/4,3/4). Les 

atomes Y et Z occupent les sites 4a(0,0,0) et 4d (1/2, 1/2, 1/2), respectivement. Dans ce cas, si le numéro 

atomique de Y est plus élevé que celui de X, une autre structure dite structure de Heusler inverse est observée. 

Cette structure présente le prototype Hg2CuTi, et elle est encore décrite par quatre sous-réseaux cfc qui 

s’interpénètrent. Il est également possible de distinguer ces alliages Heusler inverses des alliages Heusler 

normaux par la formule (XY)XZ, cette structure d’Heusler inverse est généralement  observée pour les matériaux 

à base de Mn2 avec Z (Y) > Z (Mn) [33]. Les investigations théoriques aboutissent à la conclusion que les alliages 

possédant 18 électrons de valences sont des semi-conducteurs (CoTiSb, NiTiSn) ou des semi-métaux (CoNbSn, 

FeTiSb). Nous pouvons noter que la plupart des alliages appartenant à cette dernière catégorie sont prédits demi-

métalliques et que leur moment magnétique total est relié au nombre d’électrons de valence Z𝑡𝑜𝑡 suivant la loi de 

Slater-Pauling  [34]:                     

                            M𝑡𝑜𝑡 = Z𝑡𝑜𝑡− 18                                                                                                           I-1 

       

           I.3.2.4.Les alliages Heusler quaternaires: 

           Une autre classe d’alliages Heusler de type LiMgPdSn, également connue sous le nom de 

composés Heusler de type LiMgPdSb appelés les alliages Heusler quaternaires. Ce sont des composés 

quaternaires de formule chimique (XX')YZ où X, X' et Y sont des atomes de métaux de transition. La 

valence de X' est plus basse que celle de X, et la valence de l'élément Y est inférieure à celle des deux 

éléments X et X'. La séquence des atomes le long de la diagonale du cube à face centré (fcc) est X-Y-X'-Z 

qui est énergétiquement la plus stable [35] (Tableau I.1). 
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           I.3.2.5.Les alliages Half-Heusler : 

               I.3.2.5.1 Présentation des composés half heuslers : 

      Les Half-Heusler cristallisent dans une structure cubique non-centrosymétrique dans la phase ordonnée C1b 

et dans le groupe spatial n◦216, F-43m. Ce type de structure demi-Heusler peut être caractérisé par 

l’interpénétration de sous-réseaux cubiques à faces centrées (cfc) occupés par les atomes X, Y et Z  [36]. Les 

positions occupées sont pour  Z: 4a (0,0,0), pour Y: 4b(1/2, 1/2, 1/2) et pour X: 4c(1/4, 1/4,1/4). Dans cette 

structure, les atomes des positions Wyckoffs  4a(0,0,0) et 4b(1/2,1/2,1/2) forment le sous-réseau ionique de type 

NaCl, tandis que les atomes sur les positions 4a(0,0,0) et 4c(1/4,1/4,1/4) forment  le sous-réseau tétraédrique  de 

type ZnS  voir Figure I.2 et Tableau I.1 

 

                                  Structure de type NaCl        Structure de type ZnS       Structure Half-Heusler 

  

       Figure I.2 : Matériaux Half-Heusler obtenus en combinant une structure de type NaCl avec une     

                        structure de type ZnS. 

 

      La structure  MgCuSb ou AlLiSi est un exemple de l'arrangement atomique «normal» que l'on peut trouver 

dans la plupart des composés Half-Heusler voir Figure I. 3 : 

 

               Figure. I.3 : Les structures cristallines des phases (a) half-Heusler ( du type AlLiSi de       

               formule générale XYZ), (b) full-Heusler (du type Cu2MnAl , de formule générale  X2YZ) [36].      
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           I.3.2.5.2. Origine  du gap des alliages Half-Heusler : 

           Le tracé  de la densité d’états des composés ferromagnétiques Half-Heusler  XYZ montre que les états 

proches du gap sont en majorité  des états d : dans la bande de valence par une hybridation liante avec une 

grande incorporation de l’atome X, et dans la bande de conduction par une hybridation anti-liante avec une 

grande incorporation de l’atome Y voir (Figure I.4), on voit que le gap provient de l’hybridation des orbitales d 

des métaux de transition à forte et faible valence.  Donc  l'origine du gap ressemble à peu près à celui des 

composés semi-conducteurs tel que le  GaAs qui est imposé par l'hybridation des états sp inférieurs en As avec 

les états sp énergétiquement supérieurs en Ga.  En plus on peut remarquer que dans la structure C1b, les sous-

réseaux des atomes X et Y forment une structure Zinc-blende qui est importante dans la formation du gap. La 

seule différence, par rapport à GaAs, est que à la place des 4 orbitales sp
3
 dans les composés semi-conducteurs, 

les orbitales 5d, ( 3t2g et 2eg ), sont impliquées dans l'hybridation, . Généralement, le gap demi-métallique des 

composés de structure  C1b est normalement une bande d’énergie interdite au niveau de Fermi, avec le 

maximum de la bande de valence au point Γ  et le minimum de la bande de conduction au point X. 

                                                  

                

                Figure I.4 : Illustration schématique de l'origine du gap dans la bande interdite dans les                                               

                                  alliages Half-Heuslers et dans les composés semi-conducteurs. 

      Les niveaux d'énergie inférieurs des hybrides liants sont séparés des niveaux d'énergie des hybrides anti-

liants par un gap. Pour des raisons de lisibilité, nous utilisons d1, d2 et d3 pour désigner respectivement les 

orbitales dxy, dyx et dzx, et d4, d5 pour les orbitales dr2, dx2-y2 

          

        I.3.2.5.3. Rôle des éléments sp :  

        Si les éléments sp ne sont pas responsables de l'existence du gap, ils sont néanmoins très importants pour 

les propriétés physiques des alliages Heuslers et la stabilité structurale de la structure C1b. L'atome de sp est très 

important pour la stabilité structurale des alliages Heusler. Par exemple, il est difficile d'imaginer que les 

alliages demi-métalliques NiMn et PtMn à structure zinc-blende existent réellement, car les alliages métalliques 

préfèrent des structures fortement coordonnées comme fcc, bcc, hcp etc. Les éléments sp sont donc décisifs 

pour la stabilité des composés C1b (explication par Nanda et Dasgupta) [37]. 

 X 

 Y 

     Etats anti-liants 

 Etats liants 
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I.4.Synthèse des composés half Heusler : 

          I.4.1. Températures de Fusion : 

      Les alliages half-Heusler sont des matériaux potentiellement thermoélectriques en raison de leur grande 

stabilité en température. De plus, ils offrent la possibilité d'alliage, ce qui peut réduire la conductivité thermique 

due à la fluctuation de la masse [25], les éléments X,Y et Z  dans les composés half-heusler sont caractérisés par 

des températures de fusions élevées ce qui évite la détérioration des composants contenant ces éléments  et 

assure leur bon fonctionnement (TableauI.2).  

Tableau I.2 : Températures de fusion des  atomes constituants les matériaux XYZ( X = Cr, Mn, V) 

Eléments  Températures de fusion (°C) 

Zr 

 

As 

 

Cr 

 

Mn 

 

V 

1855 

817 

1907 

1246 

1910 

              

       I.4.2. Le zirconium – L’arsenic:   

            I.4.2.1.Le zirconium : est un métal de transition solide, brillant, gris-blanc, qui ressemble à l’hafnium 

et, dans une moindre mesure, au titane. lorsqu’il est devenu un matériau d’une grande importance pour la 

production d’énergie. Le zirconium est principalement utilisé comme réfractaire et opacifiant, bien que de 

petites quantités soient utilisées comme agent d’alliage pour sa forte résistance à la corrosion. Il est hautement 

ductile et résiste à la corrosion et à la chaleur. Ses propriétés remarquables le rendent indispensable dans les 

domaines de l’énergie , de l’industrie , de la médecine, la chirurgie dentaire. Il fond à 1855 °C et son point 

d’ébullition se situe à 4409 °C. Il est résistant à la corrosion due aux acides, aux alcalins et à l’eau de mer. 
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      I.4.2.2.L’arsenic : L'atome d’Arsenic  possède le  numéro atomique 33, il est noté par le symbole As.      

      Il se présente dans la nature sous  forme d'un  cristal argenté. Il appartient au groupe 15  avec l'azote (N), 

le phosphore (P), l'antimoine (Sb), le bismuth (Bi) et le moscovium (Mc). Il a des propriétés   des métaux et 

des non-métaux, comme l'antimoine dont il est proche. Il est généralement considéré comme un métalloïde. 

C'est un élément hautement toxique et un polluant. Il a une tendance croissante à former des sulfures stables 

plutôt que des oxydes. De même, les ions à base d'As, Sb et Bi sont précipités par le sulfure d'hydrogène en 

solution. L’arsenic est  très semblable au phosphore, élément non-métal qui le précède dans le même groupe et  

Il présente aussi une grande analogie avec l'antimoine semi-métallique, plus lourd, qui le suit dans le groupe. 

I.5. Le magnétisme : 

                   L'état magnétique de la matière est contrôlé par quatre facteurs: 

         - a- La nature des atomes: 

                              1. Atome magnétique : électrons dans l'orbite externe non appariés 

                              2. Atome non magnétique: électrons sur une orbite externe appariés 

          -b- La distance entre les atomes magnétiques : est liée aux interactions de Coulomb  (la 

corrélation de charge et de spin). 

          -c- La direction et la valeur des moments magnétiques des atomes: (aléatoire, parallèles, non 

parallèles, anti-parallèles). 

          -d- La température de Curie Tc: lorsqu’ un matériau atteint la température de Curie, il 

perd ses propriétés magnétiques initiales  

        

       I.5.1. Moments magnétiques et la règle de Slater-Pauling pour les alliages  Heuslers : 

                           Le moment magnétique joue un grand rôle dans  le domaine de la spintronique. La règle de Slater et 

Pauling est  une règle empirique liant le moment magnétique des métaux de transition au nombre moyen 

d'électrons de valence par atome. Si l'on définit 𝑛↑ (n↓) comme le nombre de spin-majoritaires (spin-minoritaires) 

des électrons de valence par atome, le moment magnétique par atome (en μB) est donné par l’équation suivante : 

𝑚 =𝑛↑ − 𝑛↓                                                                                              I-2 

 

           Le moment magnétique total dans les matériaux full-heusler et half-heusler obéit à la règle de Slater-

Pauling [38–40]: pour les matériaux full-heusler il serait égal à MT = ZT - 24, alors que dans les half-heusler il 

est égal à MT = ZT -18 où MT est le moment total par cellule et ZT est le nombre total des électrons de valence. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Num%C3%A9ro_atomique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Liste_des_%C3%A9l%C3%A9ments_chimiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Azote
https://fr.wikipedia.org/wiki/Phosphore
https://fr.wikipedia.org/wiki/Antimoine
https://fr.wikipedia.org/wiki/Bismuth
https://fr.wikipedia.org/wiki/Moscovium
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9tal
https://fr.wikipedia.org/wiki/Non-m%C3%A9tal
https://fr.wikipedia.org/wiki/Antimoine
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9tallo%C3%AFde
https://fr.wikipedia.org/wiki/Polluant
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sulfure
https://fr.wikipedia.org/wiki/Oxyde
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ion
https://fr.wikipedia.org/wiki/Antimoine
https://fr.wikipedia.org/wiki/Bismuth
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sulfure_d%27hydrog%C3%A8ne
https://fr.wikipedia.org/wiki/Phosphore
https://fr.wikipedia.org/wiki/Semim%C3%A9tal
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        Le moment magnétique de spin total en μB est juste la différence entre le nombre d'états occupés par les 

électrons de (spin-up) 𝑛↑ et les états occupés par ceux de  (spin-down) 𝑛↓. Cependant, le moment total des 

alliages Heusler demi-métalliques de structure C1b suit la règle simple:         8 , où    est le nombre 

total d'électrons de valence. Le nombre total d'électrons ZT est donné par la somme du nombre d'électrons de 

spin-up et de spin-down, tandis que le moment total MT est donné par leur différence :       

                     ↑                        ↑                                                                             I-3 

       

  Comme les 9 bandes minoritaires sont entièrement occupées:       𝑝  𝑡 8    (       𝑡     𝑡  ),  

on obtient la simple "règle de 18" pour la demi-métallicité dans les alliages Heusler de structure C1b :                

        8 .                                        

       I-5-2.Les différentes formes du magnétisme : 

      Le magnétisme est un phénomène qui provient des charges en mouvement. Trois sources sont à 

l’origine du moment magnétique dans un atome : l’état quantique de spin des électrons, le mouvement 

orbital des électrons autour du noyau et l’état quantique de spin du noyau. Dans un atome magnétique, 

la contribution prédominante à son moment total, provient            du spin et du moment orbital des électrons. 

Toutefois, le spin du noyau peut être exploité, notamment via la Résonance Magnétique Nucléaire 

(RMN), qui est à la base des techniques d’Imagerie par Résonance Magnétique (IRM). De manière 

générale, les électrons à l’intérieur  d’un               atome ont tendance à s’arranger suivant le principe 

d’exclusion de Pauli et les règles de Hund.  Certains atomes présentent un moment magnétique total 

non nul comme le Fe, le  Ni  ou  le  Co,  même  sous  forme  de  massif  ou  d’alliage.  L’aimantation M 

est la                              grandeur macroscopique qui décrit le caractère magnétique d’un matériau, elle est définit 

comme  le moment magnétique total par unité de volume. 

      Une caractéristique fondamentale des matériaux magnétiques est leur réponse à un champ 

magnétique H qui leur est appliqué, cette réponse est définit  par la susceptibilité χ.      

        I.5.2.1. Diamagnétisme      

      Lorsqu’on applique un champ magnétique H, les électrons dans la matière vont avoir un 

mouvement supplémentaire (mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique) autre 

que le mouvement naturel qu’ils ont dans la matière. Ce mouvement crée un moment magnétique 

min induit par le champ H: min est opposé au champ H, ce  phénomène
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         Figure I.5: (a) Variations sous champ magnétique H de l’aimantation M, 

                            (b) Variation thermique de la susceptibilité magnétique χ en fonction de la température T 

 

est appelé diamagnétisme. La susceptibilité est indépendante du champ, de la température, elle est négative 

et elle est de l’ordre de 10
−6

 (Figure I-5). Le diamagnétisme est une propriété de toute substance contenant 

des électrons. 

  

            I.5.2.2. Paramagnétisme : 

           Dans un matériau paramagnétique, les atomes possèdent un moment magnétique permanent 

mi, ces moments sont orientés aléatoirement de sorte que l’aimantation M est nulle en absence de 

champ appliqué H (Figure I-6(a)). Cette orientation aléatoire est due à l’agitation thermique et au 

fait que les moments ne sont pas couplés. Lorsque on applique un champ magnétique extérieur H, 

les moments individuels mi de chaque atome s’orientent suivant H et on aura une aimantation M 

non nulle dirigée suivant le champ appliqué H. Un matériau paramagnétique a une susceptibilité 

positive (Figure I-6(b)) mais faible de l’ordre de 10
−3

 à 10
−6

 à la température ambiante. Dans le cas 

idéal, l’inverse de la susceptibilité varie proportionnellement à la température (c’est la loi de 

Curie) (Figure I-6(c)). 

         

        

               Figure I.6. Paramagnétisme des atomes libres.  

      

      I.5.2.3.Ferromagnétisme : 

       Les atomes dans un matériau ferromagnétique possèdent un moment magnétique 

contrairement à celui-ci dans le cas du paramagnétisme, ces moments magnétiques sont 

alignés parallèlement même en l’absence d’un champ magnétique extérieur (Figure I-7(a)). 

Cet alignement parallèle des moments donne une aimantation M dite aimantation spontanée 

qui n’existe que si T est inférieure à une certaine température TC, appelée température de 

Curie. Si T >TC, l’agitation thermique devient plus importante que l’énergie responsable de 

l’alignement des moments alors dans ce cas  l’alignement spontané disparait et le matériau     
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          devient paramagnétique avec une susceptibilité donnée par la loi de Curie-Weiss. 

         

 

    

           Figure I.7. Arrangement des moments magnétiques:  

(a) Ferromagnétisme, (b) Antiferro- magnétisme, (c) Ferrimagnétisme.  

I.5.2.4.Antiferromagnétisme : 

Les moments magnétiques voisins dans un corps antiferromagnétique sont  

Anti-parallèles (Figure I-7(b)) et de même module, donc le moment total et l’aimantation sont 

nuls. La force d’échange responsable de l’alignement anti-parallèle des moments d’un matériau 

antiferromagnétique est   de même nature que celle responsable de l’alignement parallèle des 

moments d’un matériau ferromagnétique. Pour un matériau antiferromagnétique, la température de 

Néel TN ( TC dans le cas d’un matériau ferromagnétique) est la température au-dessus de laquelle 

l’agitation devient comparable à la force d’échange et détruit donc l’arrangement des dipôles. Le 

corps devient paramagnétique.  

I.5.2.5.Ferrimagnétisme : 

Le ferrimagnétisme est un cas particulier de l’antiferromagnétisme. Le matériau ferrimagnétique 

est un corps dont les moments magnétiques sont alignés antiparallèlement (Figure I.7(c)), mais les 

modules des moments ne sont pas égaux de sorte qu’il en résulte une aimantation spontanée pour 

une température T inférieure à une température critique TN. Cette température est parfois appelée 

température de Curie par analogie avec le ferromagnétisme car dans les deux cas on a une 

aimantation spontanée. On peut aussi l’appeler température de Néel par analogie avec 

l’antiferromagnétisme car dans ces deux cas les moments sont antiparallèles. En dessous de la 

température TN, les propriétés macroscopiques d’un matériau ferrimagnétique peuvent présenter 

une ressemblance frappante    avec celles d’un matériau ferromagnétique. 
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I.5.3. Demi-métallicité des alliages heulser : 

  

       La demi-métallicité  a été introduite pour la première fois par  De  Groot et al, en s’intéressant  à la 

structure de bande du semi Heusler : NiMnSb [1]. Les matériaux ferromagnétiques conventionnels 

présentent une densité d’états électronique (N(EF)) au niveau de Fermi pour les électrons de spin 

majoritaires (up : N↑(EF)) et de spin minoritaires (down : N↓(EF)). Les matériaux semi-métalliques de 

polarisation de spin (P=1) ont des propriétés de conduction complètement différentes entre les spins 

minoritaires et les spins majoritaires. Ils présentent une naturre métallique pour une direction de spin 

(densité d’état non-nulle au niveau de Fermi) et une nature  semi-conductrice ou même isolante pour l’autre 

direction de spin et par conséquent un taux de polarisation en spin de 100%. 

        A partir de  l’étude de De Groot [1] un grand nombre de composés, tels que les alliages Heusler 

CrO2 [41] ou le graphème [42] ont été  prédits comme étant des semi-métaux. Grâce aux propriétés de 

conduction, les matériaux semi-métalliques peuvent potentiellement posséder une polarisation en spin de 

100%, envisageant alors de ports effets magnéto-résistifs (magnétorésistance tunnel et magnétorésistance 

géante).  

 

                                           

 

                              Figure I.8: Densité d'états de paramagnétique, matériaux  

                           semi-métalliques ferromagnétiques et   ferromagnétiques [43]      

 

On définir la polarisation P en spin, qui mesure l’asymétrie en spin, par l’équation  suivante [44] :

P=  D↑(EF)-D (EF)                                                                                                                                                                                          
       D↑(EF) D (EF) 

                                                                                          
 

     I-4 
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I.5.4. Tableau récapitulatifs des différents types de magnétisme : On peut résumer les différents        

          types de comportements magnétiques dans le tableau suivant 

Tableau I.3: Résumé des différents types de comportements magnétiques. 
Type Caractéristique Comportement Atomique M = f(H)  

H champ 
magnétique 

Diamagnétique Non magnétique 

(pas d’interaction) 

Les atomes n'ont 

pas de moment 

magnétique. La 

susceptibilité est 

petite et négative, 

De-10 6à-10 5 

 

 

 

Paramagnétique  magnétique (les 

Moments désordonnés dans 

toutes les directions)(pas 

d’interactions) 

Les atomes ont des 

moments 

magnétiques 

orientésau   hasard. 

La susceptibilité est 

petite et positive, 

10 5à 10   

 

 

 

Férromagnétique (moments magnétiques 

ordonnés parallèlement) 

(interaction) Distance plus 

grande  

(FM: Mtot≠0) 

Les moments 

alignés parallèles. 

La susceptibilité 

est grande (sous 

TC)  

 

Anti-

férromagnétique 

magnétique (moments 

ordonnés anti- 

parallèlement) 

(interactions  distances 

suffisamment petites  

(AFM : Mtot=0) 

Les moments  

magnétiques sont 

alignés anti-

parallèles. La 

susceptibilité est 

petite, positive de 

10 5à10   
 

 

Férrimagnétique (atomes magnétiques ayant 

des moments différents 
Mtot≠0 

(ordonnés 

antiparallèlement) 
(interaction) 

Moments 

magnétiques. La 

susceptibilité est 

grande (sous TC) 
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II.1. Introduction  

 

La théorie de la fonctionnelle de la densité DFT (density functional theory) est une 

méthode quantique qui permet  d'étudier  la structure électronique des systèmes à plusieurs 

électrons. La théorie de la fonctionnelle de la densité par son application possible à des 

systèmes quantiques de tailles très variées allant de quelques atomes à plusieurs centaines 

d’atomes est aussi le plus prometteuse approche, pour les calculs "ab initio" des structures des 

atomes, des alliages, des cristaux et des surfaces [1]. 

Dans sa formulation originale, elle fournit les propriétés de l'état fondamental d'un 

système où la densité d'électrons joue un rôle essentiel. Le principe de la DFT consiste en une 

reformulation avec le paramètre « densité électronique  »  du problème quantique à N corps 

en un problème mono corps. La  densité électronique   va être considérer en tant qu’une 

quantité de base pour les calculs des structures électroniques dans la matière au lieu de la 

fonction d'onde multiélectronique utilisée dans la théorie de Hartree-Fock. 

La DFT a été  principalement développée dans le cadre de la théorie quantique non-

relativiste (équation de Schrödinger indépendante du temps) et dans l'approximation de Born-

Oppenheimer [2] pour faire face à  différentes situations : systèmes avec spin polarisés, 

phénomènes dépendants du temps pour les états excités, énergie libre à température finie, les 

supraconducteurs, électrons relativistes,  thermodynamique des fluides classiques, dynamique 

moléculaire,...etc. 

Les premiers chercheurs qui ont tiré l’énergie en fonction de la densité étaient L. H. 

Thomas et E. Fermi (en 1927)[3,4] et P. A. Dirac ( en 1930) [5], en se basant sur le modèle du 

gaz d’électrons . Mais la théorie de la fonctionnelle de la densité n’a été introduite dans deux 

articles fondateurs Hohenberg-Kohn qu’en 1964 [6]  et Kohn-Sham en 1965)[7] où le 

formalisme théorique sur lequel repose la DFT a été établi . Avec l’invention  de la 

fonctionnelle B3LYP dans les années 1990, l'application généralisée du formalisme de DFT 

en chimie et en science des matériaux est devenue une réalité et la demande sur cette théorie a 

augmenté de manière impressionnante[8].  

 

II.2. Structure électronique d’un solide 

L’étude des propriétés macroscopiques (mécaniques, électriques, optiques et 

thermiques…) des solides, à partir du comportement microscopique des atomes et des 

électrons, est la sujet primordial de la physique du solide. Un solide quelconque peut être 

considéré comme l’assemblement d’un grand nombre de noyaux atomiques de Mn et 
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d’électrons de masse me. où  chaque électron a son propre orbitale ou fonction d’onde. En 

outre, la plupart des orbitales de valences sont largement réparties sur l'espace. Les noyaux 

d'autre part, sont massifs, de sorte que leurs fonctions d'onde sont fortement localisées et à 

peine se chevauchent une fois de plus, ils se comportent comme des particules beaucoup plus 

classiques lourdes que les électrons, alors  ces derniers  ont un extrême caractère quantique 

[ 9]. Les électrons interagissent les uns avec les autres par la force de répulsion de Coulomb et 

avec les noyaux fixes par la force d’attraction de Coulomb. La description de la structure 

électronique d’un solide est donc un problème de la mécanique quantique. L’étude d’un tel 

problème à plusieurs corps (système complexe) est problème généralement trop compliquée. 

La DFT permet de découper ce problème en N équations à un seul corps, ce qui rend le 

problème plus simple. 

 

II.3. Hamiltonien général de l’équation de Schrödinger d’un solide  

 

Les propriétés physiques d’un système solide, décrit par un système à N électrons 

légers en mouvement autour de noyaux lourds, dépendent du comportement de sa structure 

électronique. La mécanique quantique fournit le cadre idéal à cette étude. D’un point de vue 

microscopique, l'équation fondamentale à résoudre pour décrire la structure électronique d'un 

système à M noyaux et N électrons de spin    est l'équation établie par Erwin Schrödinger en 

1925[10], appelée l’équation de Schrödinger, et qui s'écrit sous la forme suivante  : 

 

  ( ⃗   ⃗⃗ 𝑡)    
 

  
  ( ⃗   ⃗⃗ 𝑡 )                                             II-1 

 

 Où H représente l’opérateur Hamiltonien du système et  ( ⃗   ⃗⃗ 𝑡 )est la fonction d’onde des 

coordonnées nucléaires  ⃗⃗  ( ⃗⃗         ) et des coordonnées électroniques                  

 ⃗  ( ⃗             ). Pour un système non relativiste, indépendant du temps, on peut 

écrire  l’équation de Schrödinger sous forme d’une équation réduite  aux valeurs propres : 

 

  ( ⃗   ⃗⃗)     ( ⃗   ⃗⃗ )                                                II-2 

 

       Où E représente l’énergie totale du système. La forme exacte de l'opérateur hamiltonien 

  associé à un système à  M noyaux de charge Ze et de N électrons, se compose d’une somme 

de cinq termes : les énergies cinétiques des noyaux et des électrons     𝑡   , respectivement. 

Les trois autres termes représentent les différents potentiels d'interaction noyaux-noyaux 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Erwin_Schr%C3%B6dinger
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    , électrons-électrons     , et électrons-noyaus Vn-e. L’hamiltonien s’écrit alors sous la 

forme suivante : 

                                                             II-3 

Tel que : 

    
  

   
∑   

 
 ;                ∑

  

   
   

  

         ∑
   

 

   
                     

 

 
∑

  

   
     ,      

 

 
∑

     
 

   
         II-4 

Où :   
  est le laplacien :     

  
  

   
  

  

   
  

  

   
  

Et       | ⃗   ⃗⃗ | ;     | ⃗   ⃗ | et     | ⃗⃗   ⃗⃗ | où  ⃗ et   ⃗⃗ désignent les positions des 

électrons et des noyaux, respectivement. 

Le nombre élevé de degrés de liberté (3M+3N) et d’interactions mises en jeu dans ce 

type de problèmes, rendent leur traitement du système un travail presque impossible à 

réaliser. Alors  le recours à des approximations appropriées et simplificatrices a été le seul 

moyen  pour résoudre ce problème et la formulation et à la mise en œuvre de la théorie de la 

fonctionnelle de la densité électronique (DFT)  étaient nécessaire. 

 

II.4. Approximations pour la résolution de l’équation de Schrödinger 

 

En principe, la résolution de l’équation de Schrödinger I-2 donne les valeurs propres 

de l’énergie et les états propres correspondants, et ainsi on peut   prédire toutes les propriétés 

du système : structurales, thermodynamiques, les propriétés de transport électrique ou 

thermique, etc. La solution complète d’un tel problème, connu sous le nom de « problème à N 

corps », avec un tel Hamiltonien est une tâche difficile et presque  inaccessible compte tenu 

de la mémoire limitée des outils informatiques (un solide contient un nombre de noyaux de 

l’ordre de 10
23

 avec un nombre correspondant d’électrons dans un cm
 3 

). A cause des 

interactions coulombiennes, l’Hamiltonien n’est pas séparable et il alors on a à résoudre une 

équation à  un multiple de 10
23

 variables, ce qui est strictement impossible[11]. Alors 

l’introduction des approximations est nécessaire selon le cheminement suivant :  

 

    II.4.1. Approximation de Born-Oppenheimer : 

            

          Dans un solide, le mouvement  des noyaux est très lent  par rapport à celui des 

électrons, puisque les noyaux  sont en général de 10
4
 à 10

5
 fois plus lourds que les 

électrons[11]. Et alors les noyaux paraissent fixes par rapport aux électrons et leurs énergie 

https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_de_Schr%C3%B6dinger
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cinétique est dans un premier temps négligeable et leur vitesses sont négligeables,  cette 

approximation est  dite adiabatique et est appelée approximation de Born-Oppenheimer [2]. 

Alors on peut considérer que  les électrons dans un solide se déplacent dans un champ de 

noyaux fixes et le terme énergie cinétique des noyaux peut être négligé (    ). Dans ce cas, 

le potentiel d'interaction noyau-noyau      donne une contribution constante que l’on peut 

aussi négliger. L’expression de la fonction d’onde globale du système   est alors simplifiée et 

s’exprime comme le produit d’une fonction d’onde décrivant les électrons    par une 

fonction d’onde décrivant les noyaux     , soit:        . L’application de cette 

approximation ramène le problème à plusieurs corps (électrons et noyaux) en un problème à 

électrons seuls à travers une dissociation de l’effet des noyaux, exprimé sous la forme d’une 

interaction externes, de celui des électrons. Dans cette approximation, les électrons sont 

traités de façon adiabatique. Le traitement adiabatique consiste à négliger les termes couplés 

(   ) non adiabatiques (interaction électron-phonon) qui proviennent de l’action de 

l’opérateur cinétique des noyaux sur la fonction d’onde électronique. Par conséquent, 

l’équation I-3 sera écrite sous une forme plus réduite : 

    
  

   
∑   

 
  

 

 
∑

   
 

   
     

 

 
∑

  

   
                                   II-5 

 

      Les deux premiers termes font intervenir les coordonnées spatiales d’un seul électron i, le 

troisième terme fait intervenir les coordonnées de deux électrons i et j. Avec cet hamiltonien  

I1-5 l’équation de Schrödinger à plusieurs corps s’écrit sous la forme d’une équation à N 

électrons seulement:  

                                                                    II-6 

 

La solution de l’équation de Schrödinger II-6 est  la fonction d’onde   (   ) 

décrivant le mouvement des électrons dans le champ des noyaux fixes. La valeur propre de 

l’Hamiltonien    est l’énergie électronique, elle dépend des cordonnées des noyaux       

  ( ). L’énergie totale du système  avec des noyaux fixes sera donnée par : 

        
 

 
∑

     
 

   
                                                  II-7 

 

La résolution du problème est alors possible, une fois l’équation électronique est 

résolue. Le problème posé par l’équation II-6 semble alors allégé, mais l’hamiltonien    est 

toujours inséparable, vu les interactions coulombiennes entre électrons. En raison de cette 
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difficulté, des approximations supplémentaires sont alors requises pour réaliser la résolution 

de l’équation de Schrödinger pour les matériaux réels.  

 

      II.4.2. Approximation de Hartree et correction de Hartree-Fock : 

 

      Hartree proposa (en 1927) , une méthode permettant de calculer les fonctions d'ondes et 

les énergies approchées d'ions et d'atomes et où les variables électroniques peuvent être 

séparées en effectuant une autre approximation, dite de champ moyen, qui consiste à traiter 

l’interaction électron-électron de façon moyenne  [12] un électron donné n’est plus soumis à 

un potentiel dépendant des positions instantanées de tous les autres électrons, mais 

uniquement à un potentiel correspondant à la distribution moyennes de ces électrons. Cette 

approximation se justifie bien dans des cas ou l’énergie cinétique des électrons est supérieure 

à l’énergie potentielle moyenne [13]. Dans l’approximation de Born Oppenheimer, en 

découplant le mouvement des électrons de celui des noyaux, Hartree exprima la fonction 

d’onde globale comme un produit de fonctions orbitales mono-électroniques appelée produit 

de Hartree (Hartree Product (HP)) qui s’écrit :  

 

  (          )   ∏   (  )
 
                                           II-8 

 

        L’Hamiltonien I-5 devient séparable et s’écrit comme une somme de termes identiques 

d’Hamiltonien mono-électronique    et qui contient la position a et l’énergie d’un électron : 

 

   ∑                                                               II-9 

        

         Les équations de Schrödinger mono-électroniques dans l’approche de Hartree 

s’écrivent :  

 

                                                        ( )      ( )                                                                  II-10 

Avec : 

                                                       
  

   
  

                                                                    II-11 

 

Le terme      correspond à l’énergie potentielle que subit l’électron, il doit tenir en 

compte de l’interaction électron-noyau      et du potentiel moyen   ( ) produit par les 

autres électrons, appelé potentiel de Hartree. Pour d’écrire ce dernier, on considère que 
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l’électron dans la position r se déplace dans un potentiel électrostatique moyen   ( ), 

provenant de l’ensemble des électrons voisins formant une distribution de charge 

négative  (  ), le potentiel résultant est exprimé par la relation : 

 

  ( )    ∫
  (  ⃗⃗⃗⃗ )

| ⃗   ⃗⃗⃗⃗ |
    ⃗⃗⃗                                                  II-12 

 

Le potentiel effectif      s’exprime comme la somme de ces deux contributions : 

 

                                                                                  ( )    ( )                                       II-13 

 

Un grand caractère de l’approximation de Hartree est d’avoir proposé une solution 

auto-cohérente (self consistent field) pour résoudre l’équation mono-électronique II-10[14], 

mais cette solution ne correspond pas tout à fait à la réalité, car la fonction II-8 ne prend pas 

en compte le principe d’exclusion de Pauli : les électrons sont des fermions et leurs fonctions 

d’onde doivent être antisymétriques pour tout échange de positions de deux électrons. En 

1930, Vladimir Fock corrige ce défaut [15], en introduisant le principe d'antisymétrie de la 

fonction d'onde II-8 dans la méthode de Hartree. Le principe d'exclusion de Pauli est respecté 

en remplaçant  la fonction d’onde total par le déterminant de Slater[16] : 

 

  (                )  
 

√  
|
  (    )   (    )   (    )

   
  (    )   (    )   (    )

|                   II-14 

 

         Où r et   sont les variables d’espace et de spin respectivement. Cette écriture permet à la 

fonction d'onde du système de satisfaire la condition d'antisymétrie lors de l'échange de deux 

fermions et par suite au principe de Pauli. En effet, le déterminant II-14 change de signe lors 

de la permutation de deux quelconques de ses colonnes ou lignes. Il est également nul si deux 

lignes ou colonnes sont identiques, donc physiquement si deux fermions sont dans le même 

état, conformément au principe de Pauli. L’équation II-14 vérifie l’égalité :  

 

  (              )     (              )                       II-15 

 



Chapitre II                                         Théorie de la fonctionnelle de la densité 

 

27 
 

Le principe variationnel permet de calculer cette fonction en minimisant l’énergie 

totale par rapport aux fonctions d’ondes mono-électroniques    . On se ramène ainsi à une 

nouvelle équation d’onde qui prend en compte le terme d’échange    . Ces équations 

appelées équations de Hartree-Fock (HF) s’écrivent :  

 

* 
  

   
  

          +   ( )      ( )                            II-16 

Avec : 

     ∑ *     
∫

  

|    |
  

 (  )  ( )+                                      II-17  

 

 

L’équation de (HF) II-16 permet d’introduire des effets de nature quantique 

(terme     ) appelé terme d’échange où chaque électron à tendance à s’entourer d’un 

ensemble d’électrons d’où résulte une répulsion qui diminue l’énergie du système. La 

différence entre l’énergie de l’état fondamental du système déterminée à partir II-10 et celle 

déterminée à partir de II-16 est l’énergie d’échange [17]. 

 

Les équations de Hartree-Fock sont solubles dans le cas dynamique, mais comme elles 

négligent une interaction quantique importante qui est  l’énergie de corrélations qui résulte de 

l’interaction entre paires d’électrons de spins opposés (qui correspondent à environ 20-30 % 

de l'énergie de liaison dans les systèmes moléculaires), elles ne permettent pas une description 

physique très précise (même si elles donnent généralement un bon premier ordre) et sont 

relativement coûteuses numériquement (en raison de la non-localité du potentiel de Fock)[18]. 

      Un traitement de Slater [19] permet de combler le manque de corrélation en introduisant 

une expression du potentiel d’échange qui s’écrit sous la forme suivante: 

  ( )   6 *
  ( )

  
+
  ⁄

                                                     II-18 

 

           Où   est un paramètre sans dimension et  ( )la densité de charge. 

 

Le choix de ce potentiel pratiquement intuitif, dans la méthode de Slater, conduit à des 

résultats pas toujours satisfaisants, en plus, cette approximation dite de Hartree-Fock-Slater 

devient rapidement très coûteuse numériquement lorsque le nombre des électrons augmente.        

Ces deux inconvénients ont rendu difficile l’application de cette méthode. Pour remonter ces 

difficultés,  la DFT  méthode moins couteuse et plus efficaces, prend place et devient la 

méthode la plus célèbre et la plus prometteuse. 
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      I.4.3. Théorie de la fonctionnelle de la densité : 

 

       La théorie de la fonctionnelle de la densité  (DFT) est la méthode de calcul de la structure 

électronique dans laquelle la densité électronique  ( ⃗) est la variable qui prend la place de la 

fonction d'onde à N  corps comme c'est le cas pour la méthode de Hartree-Fock. Dans le 

formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité toutes les propriétés d’un système à 

plusieurs particules en interaction sont considérées comme une fonctionnelle de la densité de 

l’état fondamental   ( ⃗). 

      La densité d’électrons  ( ⃗) qui est la probabilité de trouver un électron quelconque des N 

électrons dans le volume    ⃗ , est une observable qui peut être mesurée expérimentalement, 

par exemple par la diffraction des rayons X [20].  ( ⃗)est définie comme l’intégral sur les 

coordonnées de spin  ⃗ de tous les électrons et sur l’ensemble des variables d’espaces  ⃗: 

 

 ( ⃗)  ∑ ∫| ( ⃗   ⃗⃗⃗⃗   ⃗ |    ⃗    ⃗        
                     II-19 

 

        ( ⃗) est une fonction positive de seulement trois variables d’espace qui disparait à l’infini 

et qui s’intègre au nombre total d’électrons :  

 

                                                     ( ⃗   )     ∫  ( ⃗)   ⃗                                                 II-20 

 

      L’idée d’utiliser la densité électronique a pour origine les débuts de la mécanique 

quantique avec les travaux de Thomas [3] et Fermi[4]. Ces derniers ont tenté d’exprimer 

l’énergie totale d’un système en fonction de sa densité électronique en représentant son 

énergie cinétique selon une fonctionnelle de cette grandeur. En 1951, J.C.Slater [19] a 

appliqué la même idée de base dans le développement de la méthode de Hartree-Fock-Slater, 

initialement vue comme une méthode approximative de la théorie de Hartree-Fock, de nos 

jours elle est considérée comme le prédécesseur de la théorie de la DFT  [8]. 

 

      La DFT est développée par Hohenberg-Kohn [6] sur l’idée de décrire le potentiel externe 

des noyaux      comme une fonctionnelle unique de la densité de charge ρ, et elle est  

déterminée à partir des équations de Kohn-Sham[7] propres à chacun des électrons du 

système. 
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          I.4.3.1. Le théorème de densité de Hohenberg et Kohn : 

 

 

En 1964, Hohenberg et Kohn[6] publièrent un article qui donne pour la première fois 

les fondements de la DFT et qui s’applique à tout système de particules interagissant 

mutuellement et qui évoluent dans un potentiel externe     ( ⃗) décrit par l’hamiltonien : 

 

                                                                                                                            II-21-a 

 

   
  

   
∑   

 
  ∑     ( ⃗ )  

 

 
∑

  

 ⃗  
                              II-21-b 

 

La forme de l’hamiltonien (II-21) est introduite  pour la description des systèmes 

électroniques dans un solide, où le premier et le dernier terme représentent l’énergie cinétique 

des électrons    et l’interaction électron-électron     , respectivement, et le terme du potentiel 

     contient l’interaction attractive des électrons avec le fond nucléaire. Le théorème de 

Hohenberg et Kohn affirme qu’il y a une bijection entre la densité de charge   d’un système 

poly-électronique à l’état fondamental et le potentiel     , ce que l’on note       . 

L’énoncé de Hohenberg et Kohn (HK) se repose sur deux théorèmes :  

 

a- Le premier théorème  montre que la fonction d’onde de l’état fondamental non 

dégénéré d’un système de N fermions peut s’écrire sous la forme d’une fonctionnelle 

unique de la densité électronique   ( ⃗) dans la base des fonctions d’ondes   ( ⃗). La 

densité de charge  ( ⃗) est développée sous la forme : 

 

 ( ⃗)  ∑ ∫| ( ⃗  ⃗   ⃗ |    ⃗    ⃗        
                             II-22 

 

Par conséquent, un système à l’état fondamental, avec toutes ses propriétés 

observables, est entièrement déterminé par la donnée de sa densité électronique totale  ( ⃗) en 

tout point. Autrement dit, on peut décrire la valeur de toute observable  ̂  comme une 

fonctionnelle unique de la densité électronique exacte propre à cet état fondamental. 

L’énergie    ⟨    | ̂|    ⟩, en particulier, est donc une fonctionnelle de la densité : 
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       ⟨    | ̂   ̂   |    ⟩  ⟨    | ̂   |    ⟩        II-23 

 

                    Qui peut s’écrire encore sous la forme suivante: 

 

 

          ∫  ̂   ( ) ( )                                 II-24 

 

       Soulignant que      est la fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn pour 

n’importe quel système à plusieurs électrons, contenant l’énergie cinétique des électrons et 

l’interaction électron-électron : 

                                                        II-25 

 

Cette fonctionnelle est fondamentale pour la DFT. La connaissance de      nous 

permet la résolution exacte de  l’équation de Schrödinger. Puisque       est une fonctionnelle 

universelle complètement indépendante du système, elle s’applique aussi bien à l'atome 

d'hydrogène que  pour des molécules géantes telles que   l'ADN[20]. 

 

b- Le deuxième théorème  montre que la fonctionnelle d’énergie E[ρ] est minimum 

quand la densité d’électrons  ( ⃗) est  la densité électronique de l’état fondamental    . 

 

    ( ⃗)  𝑚 𝑛   ( ⃗)                                               II-26 

 

Cependant, bien que le théorème de (HK) confirme l’existence d'une densité relative à 

la  fonctionnelle de l'énergie d'un système, il ne nous renseigne pas sur la forme de cette 

fonctionnelle. A ce stade la DFT permet de reformuler le problème, mais pas de le résoudre 

puisque la forme de la fonctionnelle        est inconnue. Cette difficulté a été surmontée par 

Kohn et Sham. 
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        I.4.3.2. Théorème de Kohn-Sham : 

 

       Kohn et Sham (KS)[7] ont proposé de remplacer le système réel par un système auxiliaire 

d’électrons sans interactions mutuelles et qui donne la même densité électronique de l’état 

fondamental que le vrai système où le potentiel extérieur     ( )  est remplacé par un 

potentiel effectif     ( ) voir (Figure.II.1). Ce choix vient du fait que les expressions de 

l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle pour ce système fictif sont connues. Le seul 

terme indéterminé et le plus petit terme de l’énergie totale c’est le terme d’échange–

corrélation 

                                            

   

        Figure.II.1:    (a) système réel constitué de plusieurs électrons en interaction mutuelle ;  

                            (b) système fictif de fermions indépendants de même énergie et de même  

                                densité électronique que le système réel [21]. 

 

La proposition de KS c’est l’introduction  des équations de particules indépendantes 

pour le système non interagissant, en regroupant tous les termes compliqués et difficiles à 

évaluer, dans une fonctionnelle d’échange-corrélation        . Et l’énergie cinétique    et 

l’énergie potentielle      des N électrons en interactions sont toutes deux scindées en deux 

parties que nous pouvons dénommées classique et non classique : 

 

                                                       (           )                                                  II-27 

 

          ( )  est l’énergie cinétique d’un système de particules indépendantes noyées dans un 

potentiel effectif qui n’est autre que celui du système. On ne connaît pas l’expression de    en 

fonction de  ( ), en revanche, on sait la calculer en réintroduisant une description orbitale. 
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                                                        ( )  ∑ ∫  
 ( ) * 

  

 
+   ( )

 
                                      II-28 

 

          l’expression du potentiel                          : 
 

              (             )                             II-29 

 

                 est l’énergie coulombienne d’interaction électron-électron (apparaissant 

également en mécanique classique et décrite par l’énergie de Hartree) définie par 

l’équation suivante: 

 

                                                             ( )  
  

 
∫

 ( ) (  )

|    |
                                             II-30 

 

                   s’écrit comme la somme de trois termes : 

 

         ( )      ( )       ( )                            II-31 

 

           Où on définit le terme d’échange et de corrélation par l’expression suivante: 

 

     ( )  (      ( )      ( ) )  (   ( )      ( ) )                II-32 

 

      Le terme     d’échange-corrélation c’est un terme qui représente la correction à l'énergie 

cinétique résultante de la nature de l'interaction des électrons et de toutes les corrections non 

classiques par rapport à  l'énergie de répulsion électron-électron. Ce terme est l’objectif  par 

l’introduction de  la DFT. La fonctionnelle de la densité défini par l’équation II-24 s’écrit 

comme suit : 

 

                          ∫    ( )  
                          II-33 

 

      La densité d'électrons de l'état fondamental  ( ) à une position r peut être 

exprimée par un ensemble d'orbitales à un électron (les orbitales de Kohn-Sham),  

donné par : 

                                                           ( )  ∑ |  ( )|
  

                                                     II-34 
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 Pour obtenir l'équation de Schrödinger stationnaire, nous devons minimiser l'énergie 

totale E   par l’application du principe variationnel de la fonctionnelle d’énergie I-33 pour 

déterminer les orbitales de Kohn-Sham. A l’exception de    qui est la fonctionnelle des 

orbitales, tous les autres termes dépendent de la densité. Donc il est possible de faire varier les 

fonctions d’ondes et alors de  déduire l’équation variationnelle [22]: 

  

                          
    

   
 ( )

 
   

   
 ( )

 *
   

  ( )
 

    

  ( )
  

     

  ( )
+

  ( )

   
 ( )

                                            II-35 

 

 

        Sous contrainte de conservation de l’orthonormalisation ⟨  |  ⟩     , on peut aboutir à 

la forme de Kohn-Sham pour les équations de Schrödinger: 

 

                                                                    ( )      ( )                                                    II-36 

 

       Dans cette équation     représente les valeurs propres de l’énergie et     est 

l’hamiltonien effectif de Kohn-Sham donnée par : 

 

     
  

  
       ( )                                         II-37 

 

Le potentiel effectif     ( ) contient le potentiel externe      , la contribution 

classique à l’énergie potentielle des particules sans interactions      et le potentiel d’échange-

corrélation    : 

  

    ( )                                                   II-38-a 

 

    ( )  
   

  ( )
 

    

  ( )
  

     

  ( )
                                  II-38-b 

 

 

Tous les termes de l'énergie et leurs potentiels associés peuvent être calculés à 

l’exception du terme d’échange-corrélation        qui est la seule ambiguïté dans l’approche 

de Kohn-Sham. Pour résoudre les équations de KS , il est nécessaire d'introduire une 

expression pour le terme     que l'on ne connaît pas en cas général. 
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        II.4.3.3. La fonctionnelle d’échange-corrélation 

 

         La principale difficulté de la DFT consiste à trouver une expression convaincante à 

l’énergie d’échange et de corrélation. La complexité absolue de ce terme rend la résolution 

des équations de Kohn-Sham difficile, cependant cette fonctionnelle peut être soumise à des 

approximations. Les équations de KS sont beaucoup plus pratiques et les solutions qu’elles 

offrent s’améliorent à chaque nouvelle approximation. De plus, elles pourraient donner des 

valeurs exactes de la densité  ( ) et de l’énergie E si     était connue avec précision. 

                Pour trouver une expression du terme     , diverses fonctionnelles d’échange–

corrélation ont été mises au points: - Approximation de la densité locale (LDA),  

- approximation du gradient généralisé (GGA) et (Meta-GGA) - les fonctionnelles hybrides. 

La hiérarchie récente des principales classes de fonctionnelles utilisées fréquemment est 

présentée dans le Tableau II.1 : 

 

Tableau II.1: Hiérarchie des principales familles de fonctionnelles d’échange-corrélation [21] 

Famille de fonctionnelle Dépendance 

Hybride Echange exacte,|  ( ⃗)|, ( ⃗) 

Meta-GGA |  ( ⃗)|,      ,  ( ⃗) 

GGA |  ( ⃗)|,  ( ⃗) 

LDA  ( ⃗) 

 

 

  a. Approximation de la densité locale (LDA) : 

 

      L’approximation de la densité locale (Local Density Approximation LDA)[6, 7, 21, 25 ] est 

l’une des approximations proposées pour résoudre le problème de la fonctionnelle d’échange 

et de corrélation. Cette approximation, s’inspire du modèle du gaz uniforme d’électrons 

(correspondant assez bien aux électrons de la bande de conduction d’un métal) qui permet de 

connaître les expressions exactes ou avec une excellente approximation des termes d’échange 

et de corrélation respectivement. La LDA stipule que la densité électronique peut être 

considérée comme étant localement constante. Ainsi, en un point r auquel correspond une 

densité  ( ), il sera associé un potentiel d’échange et corrélation comparable à celui d’un gaz 

homogène d’électrons de même densité. On peut alors exprimer l’énergie d’échange et 

corrélation    
     ( )  de la manière suivante : 
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     ( )  ∫  ( )   ( )                                             II-39 

 

Le terme d’énergie d’échange et de corrélation par particule     , peut s’écrire comme 

la somme de l’énergie d’échange    et de l’énergie de corrélation   : 

 

                                                               II-40 

 

       La contribution de l’échange est donnée par la formule de Dirac [5]: 

 

  
     

 

 
(

 

 
)

 

 
 ( )

 

                                                II-41 

 

Pour les systèmes contenant des éléments de couche ouverte, qui possèdent un 

moment cinétique de spin non nul et pour prendre en compte les effets de polarisation de spin, 

la LDA s’étend à l’approximation de la densité de spin local LSDA (Local Spin Density 

Approximation). La fonctionnelle d’échange-corrélation distingue les densités  ↑( ⃗) et   ( ⃗) 

sous la forme : 

   
      ↑( ⃗)   ( ⃗)  ∫ ( ⃗)   ( ↑( ⃗)   ( ⃗)  ) 

                     II-42 

 

En revanche, l’énergie de corrélation qui est plus complexe à évaluer, est 

généralement paramétrée à partir des calculs Monte-Carlo quantiques [24, 25]. Parmi les 

fonctionnelles LDA les plus utilisées sont celles proposées par Vosko, Wilk et Nusair [26 ]et 

Perdew et Wang [27]. 

 

L’approximation LDA, généralement, sous-estime l’énergie d’échange d’environ 10% 

et surestime l’énergie de corrélation d’une valeur proche de 100%. Par conséquent, elle 

surestime les énergies de liaison et prédit des longueurs de liaison plus courte que celle 

donnée par l’expérience dans les molécules [21-28],[29]. En plus, cette méthode 

conventionnelle, basée sur le gaz homogène d’électron,  ne peut pas corréler deux zones de 

l’espace éloignées car leur recouvrement est quasi nul et donc leur corrélation électronique 

l’est aussi. D’un point de vue général, les fréquences de vibration sont par contre en bon 

accord avec l’expérience (l’écart étant généralement inférieur à 5%).  Pour ces inconvénients, 

il devient alors indispensable d’introduire des corrections prenant en compte les variations 

locales de la densité.  
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Depuis 1985 plusieurs efforts ont été faits pour l’amélioration des fonctionnelles 

d’échange- corrélation. Ces travaux ont mené à  une deuxième génération de fonctionnelles 

incluant l’inhomogénéité de la densité électronique. L’ensemble de cette génération de la 

fonctionnelle est regroupé sous le nom de « approximation du gradient 

généralisé GGA« Generalized Gradient Approximation».  

 

b. Les fonctionnelles (Approximation du gradient généralisé) GGA : 

 

 Des améliorations ont été  introduites sur la LDA considèrent le gaz d’électrons sous 

sa forme réelle, i.e. non uniforme et non local. L’énergie d’échange et de corrélation tient en 

compte des variations locales de la densité  ( ), à travers son gradient   ⃗⃗⃗⃗⃗ ( ) . Ce type de 

fonctionnelle est donnée par l’équation suivante  [30, 31]: 

 

   
     ( )  ∫  ( )   [ ( ) | ⃗⃗⃗ ( )|]                              II-43 

 

   Ou on introduisant l’effet de spin : 

 

   
     ↑     ∫  ( ↑     ⃗⃗⃗ ↑  ⃗⃗⃗     ) 

                                 II-44 

 

Dans l’équation précédente,      ( ) |  ( )|  représente l’énergie d’échange-

corrélation par électron dans un système d’électron en interaction mutuelle de densité non 

uniforme. En pratique, les fonctionnelles GGA traitent séparément la partie échange et la 

partie corrélation. Leur formulation est basée uniquement sur des principes mathématiques. 

           L’utilisation d’une fonctionnelle de type GGA permet d’améliorer les énergies totales 

et d’allonger et assouplir les liaisons et fournissent une meilleure description des volumes à 

l’équilibre, des modules d’élasticités et des propriétés magnétiques comparativement à la 

LDA [28,29],[32-35]. Par contre, la GGA n’arrive pas à traiter correctement les systèmes 

caractérisés par des interactions de Van der Waals, en raison de son caractère local. 

Actuellement, ils existent plusieurs fonctionnelles GGA, les plus utilisées sont celles 

de Perdew et Wang (PW91) [32], Perdew, Burke, Ernzerhof (PBE) [36, 37], ainsi que la 

version finale de (PBE) proposée par Hammer, Hansen et Norskov (RPBE) [38] et la 

fonctionnelle PBEsol, une version révisée du Perdew-Burke-Ernzerhof GGA qui améliore les 
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propriétés d'équilibre des solides fortement dense[39]. Dans notre étude, on a choisi de 

travailler avec la GGA- PBE. 

Récemment, des améliorations de la GGA ont été proposées afin de mieux décrire les 

interactions à plus longue distance. Ces nouveaux fonctionnelles, dites méta-GGA, incluent 

non seulement le gradient de la densité,  mais aussi les dérivées secondes de la densité [40].  

Une hyper-GGA a été  introduite dans le but de permettre un traitement de la corrélation[41]. 

           Les interactions faibles ne sont pas traitées de façon satisfaisante avec les 

fonctionnelles  de densité de courant mais cette lacune peut être surmontée  dans une certaine 

mesure par l'inclusion du fonctionnelle-spécifique, corrections empirique de dispersion, 

Grimme[42, 43]. 

 

c. Fonctionnelles hybrides :  

 

         L’introduction des fonctionnelles hybrides a constitué une avancée importante dans 

l’amélioration du calcul de l’énergie d’échange-corrélation.  Le principe des fonctionnels 

hybrides consiste à reformuler la séparation échange-corrélation en incluant les effets de 

corrélation à longue portée. Pour cela, on ajoute à l’expression de l’échange-corrélation des 

fonctionnelles GGA un certain pourcentage de l’échange vrai ou exact, qui est l’échange 

Hartree-Fock. La quantité exacte de l’échange Hartree-Fock est déterminée d’une façon semi-

empirique. Les résultats obtenus avec ce genre de fonctionnelles montrent que ces derniers 

sont les meilleures dans la description des structures électroniques de molécules et de 

propriétés associées.  

Concernant le choix de la méthode de calcul, les différences entre les fonctionnels de 

densité sont généralement de petite taille pour les paramètres structuraux. Les fonctionnelles 

GGA fournissent de bonnes géométries et sont parfois même mieux que les fonctionnelles 

hybrides qui ont tendance à être plus couteuses [44,45]. Mais, malgré la bonne performance 

globale du fonctionnelle  GGA, il est encore probable que pour certains systèmes, une haute 

précision ne peut être réalisé qu'avec les fonctionnelles hybrides [45] .Aujourd’hui parmi les 

fonctionnels hybrides les plus utilisée on cite : B3LYP, B3P86 et B3PW91. 
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 d. Approximation GGA+U : 

 

   Les fonctionnelles LDA et GGA fonctionnent bien pour un grand nombre de 

composés. Mais, pour certains cristaux, les interactions entre les électrons sont si importantes 

qu'ils ne peuvent pas être représentées par ces fonctionnelles seules. En général, ces matériaux 

fortement corrélés contiennent des métaux de terres rares ou des métaux de transition 

possédants des niveaux d ou f partiellement remplies (couches ouvertes) et ainsi des électrons 

localisées. La LDA(GGA) a tendance à délocaliser les électrons sur le cristal, et chaque 

électron ressent une moyenne du potentiel de Coulomb. Pour les matériaux fortement 

corrélés, la grande répulsion coulombienne entre électrons localisés pourrait ne pas être bien 

représentée par de telles fonctionnelles. Dans certains solides de ce type, expérimentalement 

connus comme isolants et où les électrons en question sont très localisés sur l'ion, il a été 

observé que les approximations LDA ou GGA conduisent au contraire à l’obtention d'une 

structure électronique typique d'un métal, c'est-à-dire où les électrons en question sont 

délocalisés et susceptibles de sauter librement d'un ion à l'autre (phénomène responsable de la 

conduction électrique dans les métaux). Ce problème est expliqué par une sous-estimation de 

la répulsion coulombienne exercée par les électrons de la couche ouverte d'un ion sur les 

électrons des ions voisins qui sont candidats pour venir compléter cette couche. Une façon de 

corriger ce problème et donner une meilleure description des corrélations électroniques est 

d'ajouter une énergie de répulsion coulombienne U (telle que définie par HUBBARD [46]) 

appliquée spécifiquement aux états trop délocalisés. Cette approche introduite et développée 

par Anisimov et al.[47] est connue sous le nom de LDA+ U (en fait DFT + U). 

 

II.5. Résolution des équations de Kohn-Sham : 

 

       II.5.1. Les différentes méthodes pour la résolution des équations de Kohn-Sham : 

    

       Pour résoudre les équations de Kohn-Sham  I-36 plusieurs méthodes sont proposées. Le 

choix d’une implémentation consiste à définir le traitement du potentiel d’interaction 

électron-noyaux(    ), le potentiel d’échange- corrélation (   ) et le choix de la base d’onde 

sur laquelle sont développées les fonctions d’ondes. Nous avons choisi de présenter une desc-

ription simplifiée des principaux choix d’implémentation disponibles décrits par Brahmi[22] :   
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         A    partir des éléments constituants les équations de Kohn et Sham (II-45), un choix de 

la résolution de cette équation est basé sur :  

I- L’énergie cinétique qui peut être traitée de façon non-relativiste dans le cas des 

éléments légers. Concernant les systèmes comportant des éléments lourds, une 

formulation relativiste de l’énergie cinétique est introduite pour améliorer les 

calculs.  

II-  Potentiel d’interaction électron-noyau      . : Il existe deux grandes classes de 

potentiels : 

- Les pseudo-potentiels 

      -    Les potentiels tous électrons : type Muffin-tin ou Full- Potential 

(c) Potentiel d’échange-corrélation : le choix de tel potentiel est indépendant de la forme du 

potentiel et de la base choisis. 

(d) Base sur laquelle est développée la fonction d’onde : 

- Base numérique de type ondes planes, utilisée pour traiter les réseaux cristallins. 

      - Base optimisée : Orbitales linéarisées Muffin Tin (LMTO), Ondes planes augmentées 

(LAPW). 

    

      II.5.2. Théorème de Bloch et la base des ondes planes : 

 

       L’un des problèmes majeurs du calcul numérique, pour la résolution des équations Kohn 

et Sham est celui de la dimension des systèmes étudiés. Dans la plus part des problèmes 

physiques, les systèmes étudiés possèdent une ou plusieurs dimensions qui peuvent être 

considérées comme infinies (fil, surface, solide). Le nombre d’électrons du système est lui 

aussi infini, problème intraitable numériquement. On doit alors revenir aux systèmes 

périodiques et donc au théorème de Bloch, qui est fondamental pour la physique du solide. 

       Un cristal est un arrangement d’atomes ou de molécules invariant par des opérations de 

translation dans trois directions de l’espace constituant un trièdre(  ⃗   ⃗   ⃗ ) . En terme 

géométrique et à partir d’un point donné du cristal, ces trois vecteurs se répètent dans l’espace 
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pout définir le réseau cristallin. La symétrie de translation caractérisant le réseau cristallin 

entraîne que le potentiel     ( ⃗)agissant sur les électrons du système est périodique : 

 

    ( ⃗)      ( ⃗   ⃗⃗)                                                 II-46 

 

Où  ⃗⃗est un vecteur de translation du réseau directe correspondant à une combinaison linéaire 

des trois vecteurs du réseau. On se basant sur cette propriété d’invariance par symétrie de 

translation, Felix Bloch démontra un important théorème qui dit que  pour un Hamiltonien 

périodique, toute fonction propre  ( ⃗) peut être mise sous la forme d’une onde plane    ⃗⃗ ⃗ 

modulée en amplitude par une fonction  ( ⃗) la périodicité du réseau [48, 49] :   

 

 
 ⃗⃗
 ( ⃗)     

 ⃗⃗
 ( ⃗)   ⃗⃗ ⃗                                               II-47 

 

Où  ⃗⃗ est le vecteur d’onde de la première zone de Brillouin du réseau réciproque du cristal et 

n correspond à l’indice de bande. La base d’onde plane est complète et ortho-normale et de ce 

fait toute fonction continue normalisable peut être développée sur une base d’onde planes.  La 

fonction périodique  
 ⃗⃗
 ( ⃗) peut par conséquent être décomposée sur une base d’ondes planes 

dont les vecteurs d’onde  appartiennent au réseau réciproque[21] : 

 

                                                  
 ⃗⃗
 ( ⃗)      ⁄ ∑  

 ⃗

   ⃗⃗   ⃗  ⃗
 ⃗                                                 II-48 

 

Où  ⃗   𝑡     désignent le vecteur du réseau réciproque et V le volume de la cellule de 

simulation, respectivement. En combinant les équations II-47 et  II-48 on obtient la fonction 

d’onde mono-particule écrite comme une somme d’ondes planes : 

 

                                                  
 ⃗⃗
 ( ⃗)     ⁄ ∑  

 ⃗

   ⃗⃗
 ⃗   ( ⃗⃗  ⃗)  ⃗                                       II-49 

 

Le théorème de Bloch permet donc de transformer le problème d’un nombre infini 

d’équation mono-électroniques à un problème d’un nombre fini d’équations. Ainsi, la base 

d’ondes planes est complètement indépendante des positions atomiques, et elle est 

particulièrement bien adoptée pour les systèmes périodiques.  
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Pour décrire une fonction d’onde mono-particule, la base d’ondes planes utilisée 

devrait être infinie. Le nombre d’ondes planes peut en principe être obtenu à partir du nombre 

de vecteurs  ⃗⃗⃗et  ⃗. Les coefficients de Fourier  
 ⃗

   ⃗⃗
 diminuent avec l’augmentation de| ⃗⃗   ⃗|.               

  D’un point de vue physique, les  
 ⃗

   ⃗⃗
prennent des valeurs négligeables pour des| ⃗|   , de 

sorte que l’expansion peut être tronquée à un nombre fini de termes, c.-à-d limité à toutes les 

ondes considérées  possédant une énergie cinétique inférieure à une certaine énergie de 

coupure (cut-off) qui est l’énergie associe au vecteur de coupure  ⃗    au-delà du quel les  
 ⃗

   ⃗⃗
 

sont considérés nulles [50] : 

  

  
|   |                                                           II-50 

 

       1.5.3. Intégration et échantillonnage de la zone de Brillouin : 

 

       En DFT, toutes les propriétés de l’état fondamental d’un système, que ce soient les états 

de Kohn-Sham ou les propriétés intégrés comme l’énergie totale par exemple, sont 

conditionnées par le calcul de la densité électronique   ( ) . Dans la base continue des ondes 

planes à température nulle, la densité  ( ) s’écrit par: 

                                           
,

1
( ) ( )k i

i ZB

r dk r
V

   
                                                                        

II-51 

Avec  

       
2

, ,( ) ( )k i k ir r 
                                                                                      

II-52  

 

            Pour effectuer un calcul numérique, on peut remplacer l’intégrale sur la zone de  

Brillouin (ZB) par une somme discrète de Nk points tels que : 

 

                                              

1 1
k

kZB

dk
V N

 
                                                               

II-53 

 

Grace au théorème de Bloch et en prenant en compte des symétries du système 

cristallin, on peut réduire le nombre de points k en se limitant à la première Zone de Brillouin 

Irréductible (ZBI). Ainsi, en introduisant les poids   de chaque point k, on obtient : 
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, ,

1 1
( ) ( ) ( )

ZB ZBI

k i k k i

k kk ireed

r n r r
N N

                                   II-54 

 

        Un autre moyen particulièrement efficace pour réduire le coût numérique du calcul de la 

densité consiste à utiliser une grille de points de l’espace réciproque judicieusement choisie. 

La méthode d’échantillonnage la plus répandue est celle proposée par Monkhorst et Pack 

[51]. Cette méthode permet d’obtenir une grille uniforme de points k, déterminé par une 

formule valable quel que soit le cristal. 

 

         
 ∑

        

   

 
                                                II-55 

 

       Où    (   ) 𝑛          et où    est un vecteur primitif du réseau réciproque. 

 

      Pratiquement, pour une intégration précise, il faut échantillonner la ZB le plus finement 

possible. Ceci nécessite un ensemble discret de vecteur k pertinent (maillage très dense), ce 

qui allonge énormément le temps de calcul. Dans le cas des isolants ou des semi-conducteur, 

on obtient de bons résultats de l’énergie totale avec un petit nombre de points-k, par contre, le 

cas d’un métal nécessite un nombre très important pour décrire avec précision la surface de 

Fermi [50]. Il faudra donc trouver un arrangement entre le temps de calcul et le nombre de 

points-k qui donne des valeurs d’énergie convergées. Généralement, la taille de la grille de 

Monkhorst-Pack et la vitesse de convergence dépendent des propriétés physiques modélisées 

ainsi que de système étudié. 

 

      I.5.4. Méthode du pseudo potentiel : 

 

Un autre choix indispensable dans la résolution des équations de Kohn-Sham concerne 

la méthode qui doit être utilisée pour traiter l’interaction électrons-noyaux. Pour cela, deux 

méthodes sont développées : Les méthodes tous électrons (Full potentiel + Muffin-Tin) qui 

traitent explicitement tous les électrons dans le système, et les méthodes des pseudo 

potentiels, qui ne traite explicitement que les électrons de valence.  

 

La théorie du pseudo potentiel a été mise au point par Herring en 1940 [52], qui a 

montré que le cœur d’un atome n’a aucun effet sur les électrons de valence. Il déduit ensuite 
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que l’énergie totale de l’électron dans le cœur était presque nulle d’une part et, d’autre part, la 

taille du cœur avait peu d’influence sur l’énergie des électrons de valence.  

 

       La méthode du pseudo-potentiel est une approximation qui permet de remplacer le 

potentiel d’interaction coulombien du noyau et les effets des électrons de cœur, fortement liés, 

par un potentiel effectif interagissant seulement avec les électrons de valence. L’approche du 

pseudo-potentiel est basée sur le fait qu’une grande majorité des propriétés physiques et 

chimiques des matériaux ne dépendent que du comportement des électrons de valence. Dans 

la plupart des systèmes, les électrons de cœur sont souvent très liés aux noyaux. A partir de 

ces observations, le cœur électronique peut être considéré comme immobile : c’est 

l’approximation dite du cœur gelé (frozen core approximation)[53]. C’est cette approximation 

qui est à la base des pseudo potentiels qui représentent le potentiel effectif ressenti par les 

électrons de valence.  

 

Un pseudo potentiel peut être généré pour un atome dans une configuration 

électronique de référence choisie arbitrairement. Il est ensuite utilisé dans les calculs des 

propriétés des électrons de valence pour d’autres dispositifs tels que les molécules et la 

description des électrons de cœur restent inchangée quel que soit le système étudié.     

Pratiquement, les pseudo potentiels sont construits de telle sorte qu’au-delà d’un 

certain rayon de coupure    , définissant une sphère à l’intérieur de laquelle sont localises les 

électrons de cœur, le pseudo potentiel         et les pseudo-fonctions d’onde de 

valence        doivent être identiques au vrai potentiel  et les vraies fonctions d’onde de 

valence    voir (figure II.2).Le schéma qui sert à générer un pseudo potentiel n’est pas 

unique ce qui explique le développement de plusieurs classes de pseudo potentiels. Trois 

grandes familles de pseudo-potentiels ont ainsi été créées : les pseudo-potentiels standards 

dits « à norme conservée », les pseudo-potentiels de Vanderbilt appelés ultra-doux (ultra-soft) 

[54] et les pseudo-potentiels projetés PAW (Projector Augmented Waves) [55] qui ne 

conservent pas la norme. 
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Figure II.2 : Illustration schématique du potentiel réel en Z / r et du pseudo potentiel         , 

ainsi que de leurs fonctions d’onde associées,   et        respectivement.A l’intérieur de    , 

Le pseudo potentiel est différent de   ⁄  et les pseudo fonctions d’ondes n’oscillent pas. En 

dessous de    , le potentiel et les fonctions d’ondes de valence sont adoucies. 
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III.1. Introduction: 

 

      Il existe plusieurs procédures de calculs des structures électroniques pour la résolution des 

équations de la DFT. Ces procédures  diffèrent par la forme utilisée du potentiel et par 

l’ensemble des fonctions d’onde prises comme base. La méthode des ondes planes 

augmentées linéarisées (FP-LAPW) est l’une des méthodes les plus précises. Ces techniques 

sont basées sur des méthodes de calculs qui appartiennent à trois catégories: 

 Les méthodes empiriques qui se basent sur les données expérimentales pour trouver 

les valeurs des paramètres, et qui peuvent être appliquées à des processus de formation 

des matériaux (écoulements, pulvérisation, cristallisation, croissance…..). 

 Les méthodes semi-empiriques qui nécessitent les paramètres atomiques et les 

résultats expérimentaux pour synthétiser d’autres propriétés qui ne sont pas encore 

exploitées  expérimentalement. 

 Les méthodes ab-initio (de premier principe) qui utilisent seulement les constantes 

atomiques comme paramètres d’entré pour la résolution de l’équation de Schrödinger. 

Les calculs du premier principe demandent beaucoup du temps de machine, mais leurs 

avantages est qu’ils ne nécessitent aucunes données expérimentales dans les calculs. Les 

aspects suivants caractérisent les méthodes du premier principe: 

 

a- Le traitement des effets d’échange et de corrélation: la méthode de Hartree-Fock 

est basée sur une description de la fonction d’onde avec un déterminant de Slater, 

et traite l’échange exactement mais ne tient pas les effets de corrélation. La théorie 

de la fonctionnelle de la densité (DFT) est une approche alternative dans laquelle 

les effets d’échange et de corrélation sont traités par un schéma combiné et 

approximatif. 

b- Essentiellement, toutes les méthodes utilisent un schéma de combinaison linéaires 

d’orbitales atomiques mais avec une base différente. Certaines utilisent des 

orbitales Gaussiennes ou des orbitales de Slater (GTOs ou STOs), d’autres 

utilisent des ondes planes. La forme explicite des fonctions d’onde dépend des 

bases choisies, elles peuvent être des pseudo-fonctions ou des fonctions d’onde 

tout électrons. 

c- La forme du potentiel: les schémas qui n’utilisent aucune approximation dans la 

forme du potentiel sont appelés les schémas à potentiel total. 
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d- les effets relativistes: si le solide contient des éléments lourds, les effets relativistes 

sont pris en considération. Des schémas scalaires sont souvent utilisés pour décrire 

l’expansion des différentes orbitales mais omit le couplement spin-orbite qui peut 

être inclus. Pour les éléments très lourds, il est nécessaire de résoudre les équations 

de Dirac, qui contiennent tous ces termes.   

Ces méthodes nous permettent la détermination des propriétés électroniques d’un 

matériau donné, à partir du calcul de structure de bandes d'énergie, de la largeur du gap et de 

la position du niveau de Fermi. L'amélioration la plus importante qui a été faite dans les 

approches du premier principe, a été le  développement de la méthode des ondes planes 

augmentées linéarisées à potentiel plein "FP-LAPW". Cette méthode utilisée dans notre étude 

est l'une des plus exactes en ce qui concerne le calcul de la structure électronique des solides, 

en se basant sur la théorie de la fonctionnelle de la densité DFT. 

      Afin de décrire la méthode des ondes planes augmentées linéarisées à potentiel total FP-

LAPW, nous allons remonter à ses origines en décrivant la méthode LAPW après avoir revu 

celle d’APW. La méthode des ondes planes augmentées linéairasées (LAPW: linearized 

augmented plane wave), développée par Andersen [1], est fondamentalement une 

modification de la méthode des ondes planes augmentées (APW) développée par Slater, donc 

avant d’exposer le principe de LAPW, nous allons revoir les différents aspects de la méthode 

APW. 

 

III. 2.Méthode des ondes planes:  

 

En supposant que les fonctionnelles d’échange et de corrélation sont connues, il est 

possibles de construire un Hamiltonien approché du système à étudier. Celui-ci est la somme 

des Hamiltoniens mono-électroniques satisfaisant l’équation aux valeurs propres: 

                                                                                                                                       III-1  

 Deux difficultés majeures doivent être surmontées: les fonctions d’onde      et les   

énergies    du système des électrons : deux difficultés doivent être résolues pour un grand 

nombre d’électrons et pour une base infinie. On peut  surmonter ces difficultés  en 

développant les calculs sur des systèmes périodiques comme dans le cas des cristaux parfaits. 

On peut alors exprimer la fonction d’onde du système grâce au théorème de Bloch qui stipule 
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que dans tout matériau périodique, toute fonction propre de l’Hamiltonien peut s’écrire sous 

forme du produit d’une fonction ayant la périodicité du réseau et d’une onde plane [2]: 

                                                              ⃗⃗
( )       ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗

( )                                                  III-2 

      Où    est la fonction d’onde du système périodique,  ⃗⃗ un vecteur de l’espace réciproque 

du cristal et    une fonction périodique, de même périodicité que le système étudié, associé à 

une bande nB. 

               L’emploi de ce théorème implique que le calcul se fait dans une cellule étant, elle-

même une partie du réseau dans l’espace réel. Le réseau réciproque associé est également 

périodique et sa cellule élémentaire est appelée première zone de Brillouin (PZB). Chaque 

reproduction de la (PZB) est une zone de Brillouin. 

 Pour déterminer    qui est une fonction périodique, l’idée la plus simple est de la 

décomposer en ondes planes à l’aide de la série de Fourier: 

                                            ⃗⃗
( ⃗)   ∑      ⃗⃗

( ⃗)   ⃗⃗  ⃗
 𝑛                                           III-3 

    Où  ⃗ représente un vecteur du réseau réciproque et  ⃗⃗  un vecteur de la zone de Brillouin 

d’où l’expression de la fonction d’onde totale: 

                                                 ⃗⃗
( ⃗)    ∑      ⃗⃗

( ⃗)  ( ⃗⃗  ⃗⃗)  ⃗
                                                  III-4 

     En théorie, avec une telle décomposition,  les équations de Khon et Sham peuvent être 

résolues. En pratique les choses ne sont pas aussi simples. Deux considérations font obstacle. 

D’une part, il existe une infinité de vecteurs  ⃗⃗ appartenant à la (PZB): d’autre part les vecteurs 

 ⃗ sont aussi en nombre infini. 

               Pour résoudre le premier problème, on discrétise la PZB et on suppose une évolution 

continue des bandes entre deux points-k, c’est ce qu’on désigne par le terme échantillonnage 

des points-k.Plusieurs procédures existent pour générer les pavages des points-k. On peut citer 

les procédures de Chadi et Cohen3 et Monkhorst et Pack4 , c’est cette dernière que nous 

avons utilisée dans cette thèse. Pour résoudre le deuxième problème, la base spécifiée par 

l’équation    -4  peut être tronquée, en ne s’intéressant qu’aux fonctions d’onde planes 

d’énergie cinétique    
 

 
(   )  inférieure, en particulier, à une énergie de coupure 
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  . Cela revient à sélectionner une sphère de rayon       dans le réseau 

réciproque, l’énergie de coupure dépend du système étudié. 

On peut citer d’autres avantages des ondes planes: 

 

 Il n’y’a pas de problème de superposition de base, puisque les ondes planes décrivent 

de façon uniforme l’espace; 

 Elles permettent l’usage massif des transformées de Fourrier rapides (Fast Fourier 

Transformation), ce qui leur confèrent une grande efficacité d’utilisation, puisque ce 

type d’opération est implanté sur la plupart des machines avec un haut degré 

d’optimisation: 

 La convergence des calculs sur les propriétés physiques obtenues peut être contrôlée, 

tout simplement, en augmentant le nombre d’onde plane. 

 Puisque l’onde plane ne dépend pas de la position atomique, les forces F  agissant    

sur les atomes peuvent être facilement calculées par le théorème de Hellmann-

Feymman   5 ,  

 

                                        F     ⟨ |
  

   
| ⟩ -                                                                               III-4 

 

Mais l’utilisation des fonctions d’onde plane mène à quelques désavantages: 

e- Leur nombre augmente très rapidement pour des systèmes localisés; 

f- Aucune différence n’est faite entre les zones ou la densité électronique est importante 

et les zones quasiment vides, d’où un cout important (en temps) dans les calculs. 

g- Les conditions aux limites périodiques imposent, pour l’étude des molécules isolées et 

chargées, de prendre toujours la cellule de simulation de taille suffisante afin que le 

système étudié ne soit pas trop perturbé par des répliques périodiques. 

 

III.3. Méthode des ondes planes augmentées (APW): 

 

Les ondes planes ne sont pas localisées comme le sont les électrons dans un solide en 

particulier s’ils sont proches des noyaux. Il est alors plus intéressant de développer les 

fonctions      ( ) de l’équation      non pas sur une base d’onde planes mais sur une base 
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combinant orbitales atomiques localisées et ondes planes. C’est la méthode dite des ondes 

planes augmentées (APW) 

La méthode l’APW (Augmented Plane Wave) a été exposée par Slater, en 1937 [6]. 

Selon cette approximation, au voisinage d’un noyau atomique, le potentiel et les fonctions 

d’onde sont de la forme «Muffin-Tin» (MT) le potentiel est sphériquement symétrique à 

l’intérieur des sphères atomiques MT de rayon   . [ )()( rUrU


 ],et assumé constant à 

l’extérieur [ 0)( UrU 


].  En conséquence, les fonctions d’ondes du cristal sont développées 

dans des bases différentes 7 selon la région considérée: 

 

h- Solutions radiales de l’équation de Schrödinger à l’intérieur de la sphère MT. 

i- Ondes planes dans la région interstitielle  (Figure III-1). 

 

 

 

 

 

 

                                         Figure III.1. Potentiel « Muffin-Tin » (MT) 

      Alors la fonction  solution de l’équation de Schrödinger à l’intérieur de la sphère de rayon 

R, est la solution de celle d’un atome isolé, et des ondes planes dans la région interstitielle, c-

à-d :         ⃗⃗⃗
( ⃗)est de la forme            

  ⃗⃗⃗
( ⃗)  {

 

    
∑     ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗) ⃗                                      

∑      ( )  
 ( ⃗)                                      

                                                     III-5 

 

             Où,          é                        é         Le volume de la cellule de base du 

réseau.    et    : les coefficients du développement en Harmoniques sphériques     .  

Region Interstitielle 

 

 
 

   

   

Sphère 

MT 

 
 

 

Sphère 

MT 
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      La fonction   ( ) est une solution régulière de la partie radiale de l’équation de 

Schrödinger, qui s’écrit sous la forme: 

             , 
  

   
 

 (   )

  
     -  -    (                                                                          III-6 

 

         Où  ( ) représente le potentiel muffin-tin et    représente l’énergie de linéarisation.  

 

Les fonctions radiales de tous les états du cœur, déterminés par III-6, sont 

orthogonales, mais cette orthogonalité disparaît en limite de sphère [8] comme le montre 

l'équation de Schrödinger suivante : 

                                       (     )        
      

   
   

     

   
                                                    III-7     

      

      Où   et     sont des solutions radiales pour les énergies E et E . 

      Le recouvrement étant construit en utilisant l’équation III-6 et en l’intégrant par parties. 

Slater justifie le choix particulier de ces fonctions en notant que les ondes planes sont des 

solutions de l’équation de Schrödinger lorsque le potentiel est constant. 

     Pour assurer la continuité de la fonction   ⃗⃗⃗
( ⃗) à la surface de la sphère muffin-tin, les 

coefficients    doivent être développés en fonction des coefficients    des ondes planes 

existantes dans les régions interstitielles. 

            Ainsi, après quelques calculs algébriques, ces coefficients sont ainsi exprimés par la 

relation suivante : 

 

    
    

   ⁄   (  )
∑     (‖ ⃗⃗⃗   ⃗⃗‖  )  

  ( ⃗⃗⃗   G⃗⃗⃗)                                                   III-8 

 

      Où   
 
 est l’onde plane partielle (fonction de Bessel), et l'origine est prise au centre de la 

sphère, et les coefficients     sont déterminés à partir de ceux des ondes planes   . 

Les paramètres d'énergie E   sont appelés les coefficients variationnels de la méthode 

APW. Les fonctions individuelles, étiquetées par G deviennent ainsi compatibles avec les 

fonctions radiales dans les sphères, et on obtient alors des ondes planes augmentées (APW).       

Les fonctions APW sont des solutions de l'équation de Schrödinger dans les sphères, mais 

seulement pour l’énergie E   . 
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En conséquence, l’énergie El doit être égale à celle de la bande d’indice G. Ceci 

signifie que les bandes d'énergie (pour un point k) ne peuvent pas être obtenues par une 

simple diagonalisation, et qu’il est nécessaire de traiter le déterminant séculaire comme une 

fonction de l’énergie. 

 

 La méthode APW, ainsi construite, présente quelques difficultés liées à la fonction 

  (  )qui apparaît au dénominateur de l’équation III-8. En effet, suivant la valeur du 

paramètre E , la valeur de   (  ) peut devenir nulle à la surface de la sphère muffin-tin, 

entraînant une séparation des fonctions radiales par rapport aux fonctions d’onde plane. Afin 

de surmonter ce problème plusieurs modifications ont été apportées à la méthode APW, 

notamment celles proposées par Koelling [9] et par Andersen [1]. La modification consiste à 

représenter la fonction d’onde  ( ) à l’intérieur des sphères par une combinaison linéaire des 

fonctions radiales   ( ) et de leurs dérivées par rapport à l’énergie  ̇(r), donnant ainsi 

naissance à la méthode LAPW.  

III.4. La méthode des ondes planes linéairement augmentées à potentiel total (FP-

LAPW) 

Comme la plupart des méthodes de calcul des structures de bandes, la méthode LAPW 

9 est une procédure destinée à résoudre les équations de Khon-Sham, pour trouver la densité 

de l’état fondamental, l’énergie totale et les valeurs propres d’un système à plusieurs électrons 

d’un cristal donné. Ceci est effectué, en introduisant des bases qui sont spécialement adaptées 

au problème. Cette adaptation est réalisée, en divisant la maille élémentaire (Figure III.2) en: 

 a) Sphères atomiques non chevauchées centrés  (région a) autour des sites atomiques. 

 b) Une région interstitielle (b), comme dans la méthode APW. 

 

 Pour la détermination des fonctions de base, l’approximation Muffin-Tin est aussi 

utilisée; son potentiel est supposé avoir une symétrie sphérique à l’intérieur des sphères 

(région I), mais constant à l’extérieur (région II). 

 

 

 

 

 



Chapitre III                                                                          Méthode FP-LAPW 

 

56 
 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.2- Schéma de : a) la répartition de la maille élémentaire en sphère atomiques (b) la 

région interstitielle  

      III.4.1.Principe de la méthode des ondes planes linéairement augmentées (LAPW): 

    III.4.1.Introduction : Plusieurs modifications ont été proposées par Bross et al 

(1970), dans lesquelles les fonctions radiales multiples sont choisies pour avoir la même 

dérivée logarithmique. Ces dernieres sont adaptés aux ondes planes avec la condition que la 

valeur de la fonction d’onde et sa dérivée doivent être continues. Cette approche, qui a de 

fortes similarités à la méthode (LAPW), permet la détermination de toutes les bandes 

d’énergie avec une diagonalisation unique. 

Koelling [9] a proposé une alternative dans laquelle deux fonctions radiales sont 

utilisées et ont une valeur nulle sur la limite de la sphère. Ces fonctions obtenues à l’aide de la 

résolution de l’équation radiale sujette à ces conditions aux limites, sont adaptées aux ondes 

planes pour obtenir la continuité des fonctions de base et leurs premières dérivées. Anderson 

en 1975 [1],  a étendu le travail fait par Koelling et Arbman [8] en proposant une méthode 

dans laquelle les fonctions de base et leurs dérivées sont continues par adaptation de la 

fonction radiale, et sa dérivée avec la fixation du paramètre El. Ce choix résous les problèmes 

rencontrés dans la méthode (APW) en fournissant ainsi une méthode de structures de bandes 

flexible et exacte. C’est ce qu’on appelle la méthode (LAPW). 

Ainsi, la méthode (LAPW) a été désignée à conduire la contribution de l’électron de 

valence à l’énergie totale. Ces énergies de valence contiennent les contributions valence-

valence, cœur-valence et les contributions cœur-cœur. 

 

Région II 
Interstitielle 
  b) 

 
 
 

Sphère MT       
a) 
Région I 
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La puissance et l’exactitude de cette méthode a été largement démontré à travers des 

séries de calculs de surface adsorbés et des structures électroniques faites par plusieurs auteurs 

( Hamman[10], Blaha[11], Mattheiss[12] et Winner[13]). Ces auteurs  ont pu prouver que c’est 

la méthode la plus adaptée pour les calculs des structures électroniques. 

     III.4.2. Principe de la méthode LAPW :   

            III.4.2.1. Rôles des énergies de linéarisation (  ) 

Les fonctions U  et  ̇  sont orthogonales à n’importe quel état de cœur strictement 

limité à la sphère muffin-tin. Mais cette condition n’est satisfaite que dans le cas où il n’y a 

pas d’états de cœur avec le même l, et par conséquent, on prend le risque de confondre les 

états de semi-cœur avec les états de valence. Ce problème n’est pas traité par la méthode 

APW, alors que la non orthogonalité de quelques états de cœur dans la méthode FP-LAPW 

exige un choix délicat de   . Dans ce cas, on ne peut pas effectuer le calcul sans modifier   . 

La solution idéale dans de tels cas est d’utiliser un développement en orbitales locales. 

Cependant, cette option n’est pas disponible dans tous les programmes, et, dans ce cas, on 

doit choisir un rayon de la sphère le plus grand possible. Finalement, il faut remarquer que les 

divers    devraient être définis indépendamment les unes des autres. Les bandes d'énergie ont 

des orbitales différentes. Pour un calcul précis de la structure électronique,    doit être choisi 

le plus proche possible de l'énergie de la bande, si la bande a le même l. 

      III.4.2.2. Développement en orbitales locales: 

Le but de la méthode LAPW est d’obtenir des énergies de bande précises au voisinage 

des énergies de linéarisation    8. Dans la plupart des matériaux, il suffit de choisir ces 

énergies au voisinage du centre des bandes. Ceci n’est pas toujours possible et il existe des 

matériaux pour lesquels le choix d’une seule valeur de    n’est pas suffisant pour calculer 

toutes les bandes d’énergie, c’est le cas pour les matériaux ayant des orbitales 4f [14,15] et les 

métaux de transition [16,17]. C’est le problème fondamental de l’état de semi-coeur qui est 

intermédiaire entre l’état de valence et celui du cœur. Pour pouvoir remédier à cette situation 

on a recours soit à l’usage des fenêtres d’énergies multiples, soit à l’utilisation d’un 

développement en orbitales locales. 
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   III.4.3. Méthode LAPW+LO : 

       Dans notre cas le développement de la méthode LAPW en orbitales locales consiste à 

modifier les orbitales de sa base pour éviter l’utilisation de plusieurs fenêtres, en utilisant une 

troisième catégorie de fonctions de base. L’idée principale est de traiter toutes les bandes avec 

une seule fenêtre d’énergie.  Singh [18] a proposé une combinaison linéaire de deux fonctions 

radiales correspondant à deux énergies différentes et de la dérivée par rapport à l’énergie de 

l’une de ces fonctions ce qui donne naissance à la méthode LAPW+LO: 

    [     (      )      ̇ (      )       (      )]   ( )                            III-9 

    Où, les coefficients     sont de la même nature que les coefficients    et B mdéfinis 

précédemment. Par ailleurs, cette modification diminue l’erreur commise dans le calcul des 

bandes de conduction et de valence. 

       III.4.4. Méthode APW+lo: 

Le problème de la méthode APW était la dépendance en énergie de l’ensemble des 

fonctions de base. Cette dépendance a pu être éliminée dans la méthode LAPW+LO, par un 

plus grand ensemble de fonctions de base. 

Récemment, une approche alternative est proposée par Sjösted et al[19] nommée la 

méthode APW+lo. Dans cette méthode, l’ensemble des fonctions de base sera indépendant en 

énergie et a toujours la même taille que celui de la méthode APW. Dans ce sens, APW+lo 

combine les avantages de la méthode APW et ceux de la méthode LAPW+LO. 

L’ensemble des fonctions de base d’APW+lo contient deux types de fonctions 

d’ondes. Les premières sont des ondes planes augmentées APW, avec un ensemble d’énergies 

   fixées                                                                 

         (   {

 

   ⁄
∑    

      
      

∑      ( )   
(        

                                                                            III-10  

 

Le deuxième type de fonctions sont des orbitales locales (lo) différentes de celle de la 

méthode LAPW+LO, définies par : 

                     (   {

                                                                        

[     (    )      ̇ (    )]   ( )       

                                            III-11 



Chapitre III                                                                          Méthode FP-LAPW 

 

59 
 

 

Dans un calcul, une base mixte LAPW et APW+lo peut être employée pour des 

atomes différents et même pour des valeurs différentes du nombre l. En général, on décrit les 

orbitales qui convergent plus lentement avec le nombre des ondes planes (comme les états 3d 

des métaux de transition) ou bien les atomes ayant une petite taille de sphère avec la base 

APW+lo et le reste avec une base LAPW [20]. 

      III.4.5. Principe de la méthode FP-LAPW 

      Dans la méthode des ondes planes augmentées linéarisées à potentiel total (Full Potential 

Linearized Augmented Plane Waves : FP-LAPW) [21], les fonctions de base dans les sphères 

MT sont des combinaisons linéaires des fonctions radiales    ( )  ( ) et leur dérivées 

 ̇  ( )   ( ) par rapport à l’énergie. Les fonctions sont définies comme dans la méthode 

APW et la fonction   ̇  ( )   ( ) doit satisfaire la condition: 

, 
  

     
 (   )

     ( )     -     ̇ ( )       ( )                                                III-12                           

Dans le cas non relativiste, ces fonctions radiales    et  ̇   assurent, à la surface de la 

sphére MT, la continuité avec les ondes planes de l’extérieur. Alors, les fonctions d’onde ainsi 

augmentées deviennent les fonctions de base (LAPWs) de la méthode FP-LAPW: 

 

 (   {

 

    
∑      (   )                                                          

∑ [     ( )       ̇ ( )]     ( )                            

      III-13 

       

      Où les coefficients     correspondent à la fonction  ̇  et sont de même nature que les 

coefficients    . Les fonctions LAPWs sont des ondes planes uniquement dans les zones 

interstitielles comme dans la méthode APW. A l’intérieur des sphères, les fonctions LAPWs 

sont mieux adaptées que les fonctions APWs. En effet, si    différe un peu de l’énergie de 

bande E, une combinaison linéaire reproduira mieux la fonction radiale que les fonctions 

APWs. Par conséquent, la fonction    peut etre développée en fonction de sa dérivée  ̇  et de 

l’énérgie    . 

                     (   )     (    )  (     ) ̇  (   )   ((    )
  )                             III-14  
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              ((    )
  )  Représente l’erreur quadratique énergétique. 

      

          La méthode FP-LAPW assure ainsi la continuité de la fonction d’onde à la surface de la 

sphère MT. Mais, avec cette procédure, les calculs perdent en précision, par rapport à la 

méthode APW qui reproduit les fonctions d’onde très correctement, tandis que la méthode 

FP-LAPW entraine une erreur sur les fonctions d’onde de l’ordre de (    )
   et une autre 

sur les énergies de bandes de l’ordre de (    )
 . Malgré cet ordre d’erreur, les fonctions 

LAPWs forment une bonne base qui permet, avec un seul    , d’obtenir toutes les bandes de 

valence dans une grande région d’énergie. Lorsque cela n’est pas possible, on peut 

généralement diviser en deux parties la fenêtre énergétique, ce qui est une grande 

simplification par rapport à la méthode APW. En général, si    est égale à zéro à la surface de 

la sphère, sa dérivée  ̇   sera différente de zéro. Par conséquent, le problème de la continuité à 

la surface de la sphère MT ne se posera pas dans la méthode FP-LAPW. 

  

Takeda et Kubler [22] ont proposé une généralisation de la méthode LAPW dans 

laquelle N fonctions radiales et leurs (N-1) dérivées sont utilisées. Chaque fonction radiale 

possédant son propre paramètre       de sorte que l’erreur liée à la linéarisation soit évitée. On 

retrouve la méthode FP-LAPW standard pour N = 2 et      proche de      , tandis que pour 

    les erreurs peuvent être diminuées. Malheureusement, l’utilisation des dérivées d’ordre 

élevé pour assurer la convergence nécessite un temps de calcul beaucoup plus grand que dans 

la méthode FP-LAPW standard. Singh [23] a modifié cette approche en ajoutant des orbitales 

locales à la base sans augmenter l’énergie de cut-off des ondes planes. 

      III.4.6. Construction des fonctions radiales: 

Les fonctions de base de la méthode FP-LAPW sont des ondes planes dans la zone 

interstitielle. Elles sont développées sous la forme de fonctions radiales numériques à 

l’intérieur des sphères MT à condition que les fonctions de base et leurs dérivées soient 

continues à la surface de la sphère MT. Ainsi, la construction des fonctions de base de la 

méthode FP-LAPW revient à déterminer: 

 - les fonctions radiales   ( ) et leurs dérivées par rapport à l’énergie   ̇  (r ) . 

 - Les coefficients      et     qui satisfont aux conditions aux limites. 
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      Les conditions aux limites fournissent un moyen simple pour la détermination du cut-off 

du moment angulaire      et pour la représentation du cutoff       des ondes planes dans la 

sphére de MT pour un rayon     , une stratégie raisonnable consiste à choisir ces cutoff, tels 

que              , ce qui est réalisé en pratique puisque la convergence des calculs de FP-

LAPW est assurée pour         compris entre 7 et 9. 

      III.4.7.Fonctions radiales non relativistes: 

      Dans le cas non relativiste, les fonctions radiales   ( )  sont des solutions de l’équation de 

Schrödinger ave un potentiel sphérique et pour une énergie de linéarisation     .                   

                   , 
  

     
 (   )

    ( )     -       ( )                                                          III-15                                                                                      

       Où V(r) est la composante sphérique du potentiel dans la sphère MT pour l= 0. 

   La condition aux limites  

                                                    ( )                                                                             III-16    

                                                                                                                                    

    La dérivée par rapport à l’énergie     est:             

                   , 
  

     
 (   )

    ( )     -     ̇ ( )     ( )                                             III-17        

                                                                          

Les solutions radiales doivent être normalisées dans la sphère MT. 

 

                                                   ∫     
 ( )   )    

  

 
                                                            III-18   

                                                                                                                       

           Est une solution homogène de l’équation inhomogène   de la forme : 

 

                                                    ̇      ̇  =                                                                        III-19  

                                                                                                                              

En utilisant la condition de normalisation, il apparait immédiatement que la fonction  

    et sa dérivée sont orthogonales: 

 

                                                                 ∫     ( ) ̇ 
  

 
( )                                                 III-20    

                                                                                                                   

       La fonction  ̇   est normalisée 
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                                                           ∫    ̇ 
   

 
( )                                                          III-21     

     Cette condition de normalisation dans la méthode FP-LAPW peut être remplacée par 

l’équation suivante: 

 

                                       
 [  

 (  ) ̇ (  )     (  ) ̇ 
 (  )]                                     III-22  

                                                                            

Avec 

                                        
 (    )   (

   (     )

  
   𝑡    (     )   (   (   )   )                  III-23     

                                                    

Cette équation sert à déterminer numériquement les fonctions    et  ̇ . Avec cette 

normalisation on peut développer    sous la forme: 

 

                               (   )     ( )      ̇ ( )                                                           III-24  

                                                                                         

Avec ce choix, la norme de  ̇  , soit  (‖ ̇ ‖) , indique l’ordre de grandeur de l’énergie 

    . En particulier, les erreurs sur l’énergie de  

 

                                 (‖ ̇ ‖)|     |                                                                           III-25  

 

Si un tel choix n’est pas possible, plusieurs options sont disponibles: 

 Diviser le domaine d’énergie en fenêtres, et traiter chaque fenêtre 

séparément avec une énergie     appartenant à chaque état.  

 Utiliser un développement sous la forme d’orbitales locales (méthodes 

quadratique). 

 Réduire la taille des sphères, ce qui revient à réduire la norme de la 

dérivée de    (r)  Réduire la taille des sphères, ce qui revient à réduire la 

orme de la dérivée de    (r)   

Les deux premières options sont les plus utilisées et seront exposées par la suite, la 

dernière option n’est pas disponible dans tous les programmes et elle n’a été appliquée, à 

notre connaissance, que par Goedeker [24]. 
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         III.4.8. Détermination des coefficients     et      : 

          Les coefficients      et      sont déterminés, pour chaque vecteur d’onde et pour 

chaque atome, en imposant aux fonctions de base ainsi qu’à leurs dérivées premières d’être 

continues aux limites des sphères de MT. 

 

          Les fonctions de base sont des ondes planes dans la région interstitielle :  

                                            

                                   (  )     
 

                                                                                 III-26                                                                                                                          

       Avec            et s’écrivent sous la forme d’une combinaison linéaire de solutions 

sphériques dans les sphères Muffin-Tin. 

 

                              (  )   ∑      (  )        (  )    ( )                                     III-27                                                                               

Dans cette équation,  est le volume de la cellule, k le vecteur d’onde, Kn  un vecteur 

du réseau réciproque. A l’opposé du formalisme de la méthode APW standard, dans laquelle 

l’énergie     suivant la valeur du moment angulaire. La condition aux limites à la surface de la 

sphère Muffin-Tin permet d’utiliser un développement en ondes planes de Rayleigh. 

                                  (    )         ∑     (    )   
    ( )                                       III-28                                                                            

Cette procédure dans la méthode FP-LAPW permet d’éliminer le problème de 

l’asymptote qui apparaissait dans la méthode APW. Et on obtient: 

 

                                                 (  )                  
 (  )  (  )                                III-29     

                                                                              

                                                (  )    ̇   
 (𝑛)    ̇ 

    (𝑛)                                                  III-30     

                                                                                           

                                     (  )                  (  )  (  )                                       III-31 

 

                                      (  )     
   (𝑛)       

 (𝑛)                                                        III-32                                                                                         

  

       III.4.9. Détermination des potentiels: 
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       Le potentiel utilisé dans les équations de Khon Shaum comprend le terme d’échange et de 

corrélation et le terme Coulombien VC(r). Le terme Coulombien est la somme du potentiel de 

Hartree VH(r)  et du potentiel nucléaire. 

 

      VC(r)   st déterminé par l’équation de Poisson à partir de la densité de charge (électronique 

et nucléaire) 

                                      ( )       ( )                                                                          III-33  

                                                                                                                

La méthode de résolution dite de la «pseudo-charge» due à Hamann [25] et Weinert 

[26] est basée sur deux observations: 

 

-La densité de charge est continue et varie lentement dans la région interstitielle et 

beaucoup plus rapidement dans les sphères. 

-Le potentiel Coulombien dans la région interstitielle dépend à la fois de la charge 

interstitielle et du multipôle de la charge à l’intérieur de la sphère. 

 

III.5. Code Wien2k : 

La méthode FP-LAPW a été implémentée dans le code WIEN, un ensemble de 

programmes élaborés par Blaha, Schwartz et leurs collaborateurs [27]. Ce code a permis de 

traiter avec succès les systèmes supraconducteurs à hautes températures [28], les minéraux 

[29], les surfaces des métaux de transition [30], les oxydes non ferromagnétiques [31], les 

molécules ainsi que le gradient du champ électrique [32]. 

Il existe plusieurs versions du code WIEN dont le WIEN97 [33] qui a été par la suite  

amélioré pour donner le WIEN2k [34]. L’organigramme de celui ci est représenté  

schématiquement dans la Figure III-3. Les différents programmes composant  le code WIEN 

sont liés par le C-SHELL SCRIPT. Ils peuvent être exécutés en utilisant soit  une architecture 

séquentielle ou parallèle. La procédure de calcul passe par trois étapes :     

 

   

 

 

         III.5.1. Les principales étapes à suivre dans le code WIEN2k : 

 



Chapitre III                                                                          Méthode FP-LAPW 

 

65 
 

         Les principaux programmes nécessaires pour faire le calcul auto-cohérent sont : 

 

  

                    III.5.1.1.Initialisation :  

        Elle consiste à construire la configuration spatiale (géométrie), les  opérations de 

symétrie, les densités de départ, le nombre de points spéciaux nécessaires à  l’intégration 

dans la zone irréductible de Brillouin…etc. Toutes ces opérations sont effectuées  grâce à une 

série de programmes auxiliaires qui génèrent :   

 NN : un sous-programme permettant de vérifier les distance entre plus proches 

voisins et  les positions équivalentes (le non chevauchement des sphères) ainsi 

que de déterminer le  rayon atomique de la sphère.  

LSTART : il permet de générer les densités atomiques ; il détermine aussi comment 

les  différentes orbitales atomiques sont traitées dans le calcul de la 

structure de bande.  

SYMMETRY : il permet de générer les opérations de symétrie du groupe spatial et 

déterminer le groupe ponctuel des sites atomiques individuels.    

KGEN : il génère le nombre de points k dans la zone de Brillouin.   

   DSART : il génère une densité de départ pour le cycle auto-cohérent (le cycle SCF) 

par la  superposition des densités atomiques générées dans LSTART.  

                   III.5.1.2.Calcul Auto-Cohérent (Self-Consistant) :  

       Dans cette étape, les énergies et la densité  électronique de l’état fondamental 

sont calculées selon un critère de convergence (énergie,  densité de charge, force). Les sous 

programmes utilisés sont :  

LAPW0 : il génère le potentiel de Poisson pour le calcul de la densité.  

LAPW1: il permet de calculer les bandes de valence, les valeurs propres et les 

vecteurs  propres. 

LAPW2 : il calcule les densités de valence pour les vecteurs propres.  

LCORE : il calcule les états et les densités de cœur.  
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MIXER : il effectue le mélange des densités d’entrée et de sortie (de départ, de 

valence et de cœur). 

                  III.5.1.3.Détermination des propriétés :  

      Une fois que le calcul auto-cohérent est achevé, les propriétés de l’état 

fondamental (densité de charges, structure de bandes, propriétés optiques… etc.) sont  alors 

déterminées.  

     III.5.2 .Organigramme du code Wien2k :  

 

 

 

 

Figure.III.3: L’organigramme des programmes du code Wien2k. 
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IV.1 Introduction : 

       L’objectif de ce chapitre  est l’étude des composés half-heuslers ternaires (de type XYZ) 

CrZrAs, MnZrAs et VZrAs  par des calculs ab-initio pour la détermination de leurs stabilité 

mécanique  et magnétique d’une part et de leurs structures de bandes d’énergie et densités 

d’états d’une autre part  en utilisant la fonctionnellle de la densité DFT [1]  qui est 

implémentée dans le code WIEN2k [2].  La DFT est une application directe de la méthode du  

potentiel des ondes planes linéarisées FP-LAPW [3,4]. Ces calculs ont été basés  sur 

l’approximation du gradient généralisé (GGA-PBE) introduite  par Perdew, Burk et Ernzerhof 

[5]. Les composés de type XYZ, sont obtenus à partir de l’alliage nommés Full-Heusler X2YZ 

en substituant une lacune aux atomes X pour obtenir des alliages dits half-heusler. La famille  

de half–Heusler comprend bien plus de 100 phases. Ces phases sont  composées à partir d'une  

variété d'éléments différents et dans une phase typique de formule générale XYZ, X est un 

métal de transition léger, Y est un métal de transition lourd ou un métal des terres rares et Z 

est un élément sp-valent, du groupe principal (le plus souvent Sb ou Sn ou As). La structure 

type de ces matériaux est analogue à celle du MgAgAs (de groupe spatial 216, F-43m).  

      Notre étude est divisée en trois étapes : la première consiste en un calcul  des propriétés 

structurales où les paramètres de maille tels que le pas du réseau a (Å ) , le module de 

compressibilité  B(GPa) , sa dérivée par rapport à la pression B’ , sont déterminés.    

      La deuxième partie consiste à étudier les propriétés électroniques et magnétiques  des 

matériaux, la troisième étape consiste à déterminer  les propriétés élastiques de ces matériaux 

dont l’étude de la stabilité mécanique, la ductilité …ect . 

     Enfin , notre étude est terminée par une conclusion générale. 

 

  IV.2 Détail du calcul : 

 

      Les calculs des propriétés structurales, élastiques, électroniques et  magnétiques de nos 

matériaux ont été effectués  sur l’appui de la fonctionnellle de la densité DFT [1]  qui est la  

base du  code WIEN2k [2]. La DFT est une application directe de la méthode du  potentiel 

des ondes planes linéarisées FP-LAPW [3,4]. Ces calculs ont été basés  sur l’approximation 

du gradient généralisé (GGA) introduite  par Perdew, Burk et Ernzerhof [5]. Cette 

approximation  calcule  la solution self-consistante des équations de Kohn et Sham [6-8], qui 

décrit l’électron de valence dans un potentiel crée par un  réseau périodique, le cristal dans ce 

cas est divisé en deux régions : une région contenant les sphères atomiques de rayons muffin-

tin RMT et une région interstitielle entre ces atomes [9]. 
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     Les fonctions d’ondes dans la zone occupée par  les sphères atomiques sont des 

sommations d’harmoniques sphériques alors que les fonctions d’onde dans l’espace interstitiel 

sont des séries de Fourrier. En premier lieu,  nous avons  déterminé la stabilité structurale et 

magnétique des trois matériaux XZrAs( Cr, Mn et V),  l’étude de cette stabilité est basée sur 

le tracé de l’énergie du système en fonction du volume de la maille élémentaire V0 avec 

l’équation d’état de Murnaghan [10]. 

      Pour la réalisation de ces calculs, un certain nombre de paramètres essentiels a été 

introduit  dans le code Wien2k. Ces paramètres sont  les rayons  muffin-tin moyens RMT des 

atomes Cr, Mn, V, Zr, As constituants nos matériaux   CrZrAs , MnZrAs et VZrAs (Tableau 

IV-1), dans la première étape. En deuxième étape qu’on appelle initialisation on a introduit  

deux autres paramètres essentiels : le produit RMTKmax qui est égal à  7 et le nombre de points  

k dans la première zone de Brillouin qui est égal à 1000. Le moment angulaire maximale dans 

les sphères atomiques  lmax est égal à 10 (u.a)
-1

 , le vecteur d’onde maximal dans l’espace de 

Fourier Gmax est 14 (u.a)
-1

.  La symétrie du code Wien2k est aussi utilisée pour générer les 

points spéciaux dans la zone irréductible de Brillouin par la méthode de Monkhorst-Pack 

[11,12]. Rendant ainsi le calcul plus efficace pour les matériaux en volume. Nos calculs ont 

été réalisés avec une bonne convergence pour un  écart énergétique de  10
-5

 eV/atome.   Dans 

la littérature, le test de convergence est réalisée par l’étude de l’énergie totale en fonction des 

deux paramètres à ajuster : le nombre de points k et le produit  RMTKmax. Cependant beaucoup 

de travaux scientifiques [13] montrent que les propriétés physiques dépendent de l’évolution 

de la variation de l’énergie en fonction des paramètres en question.  

      Les matériaux  XYZ existent sous forme de cinq types de structures  dont les Wyckoff sont 

montrés sur le Tableau  IV.3. Sachant que la convergence de l’énergie totale par maille du 

cristal dépend du nombre de K points employés dans le calcul, l’échantillonnage de la zone de 

Brillouin à été fait avec soin en utilisant la technique des points spéciaux de Monkhorst et 

Pack [11,12]. La grille choisie pour les différent  types est comme suit: le nombre de k points 

dans la zone irréductible de Brillouin est 47 k points se qui correspond à 10x10x10 meshes. 

Les rayons muffin-tin des atomes constituants nos matériaux sont  choisis  comme suit: 

(Tableau IV-1)  
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Tableau IV-1: Rayons Muffin-tin des atomes formant les matériaux XZrAs(X=Cr, Mn, V) 
 

Composés Types                                            RMT(u.a) 

Cr     Mn     V Zr As 

CrZrAs Type 1 2.25        --      -- 2.25 2.25 

Type3 2.29       --      -- 2.29 2.29 

MnZrAs Type1        -- 2.3      -- 2.24 2.18 

Type3       -- 2.25    -- 2.14 

 

2.14 

VZrAs Type 1         --        -- 2.24 2.24 2.24 

Type 3         --         -- 2.25 

 

2.25 

 

2.25 

 

 

Tableau IV-2: Nombre des électrons de valence et la configuration électronique des    

                         éléments constituant les  composés CrZnAs, MnZrAs et VZrAs 

     Atomes  Numéro atomique  Nombre d’électrons de 

valence  

Configuration 

électronique 

          Cr           24             6 [Ar]3d
5
4s

1
 

          Mn           25             7 [Ar]3d
5
4s

2
 

           V           23             5 [Ar]3d
3
4s

2
 

           Zr           30             4 [Kr]3d
2
4s

2
 

          As           33             5 [Ar]3d
10

4s
2
4p

3
 

 

 

 

IV.3. Propriétés structurales : 

        

        IV.3.1.Structure cristallines des composés : 

 

       Les alliages Half-Heusler ternaires  de formule générale XYZ, de proportions 

stockiométriques 1:1:1 cristallisent dans la structure type MgAgAs cubique non centro-

symétrique (C1b)    dans  le groupe spatial de symétrie N°216 (F-43m). Ces matériaux  XYZ 

existent sous forme de cinq types de structures  dont les Wyckoff sont montrés sur le Tableau  

IV.3.  

type1 : 4a (0, 0, 0), 4b (0,5, 0,5, 0,5), 4c (0,25, 0,25, 0,25); type2 : 4b (0,5, 0,5, 0,5), 4a (0, 0, 

0), 4c (0,25, 0,25, 0,25); type3 : 4c (0,25, 0,25, 0,25), 4a (0, 0, 0), 4b (0,5, 0,5, 0,5); type 4 : 

4c (0,25, 0,25, 0,25), 4b (0,5, 0,5, 0,5), 4a (0, 0, 0); et type5 : 4b (0,5, 0,5, 0,5), 4c (0,25, 0,25, 

0,25), 4a (0, 0, 0).  
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FigureIV-1 : Structure cristalline d’un composé half-heusler XYZ dans la structure MgAgAs    

                     C1b dans le type 3 

 

 

Tableau VI.3: Arrangements  des atomes X, Y et Z  des composés XZrAs (X= Cr, Mn,V)    

                         dans les cinq types de structures  

  Atome   Type 1 Type 2 Type3 Type 4  Type 5 

   X 4a (0, 0, 0)  4b (0.5, 0.5, 0.5) 4c(0.25, 0.25,0.25) 4c(0.25,0.25,0.25) 4b (0.5, 0.5, 0.5) 

   Y 4b (0.5, 0.5, 0.5)  4a (0, 0, 0) 4a (0, 0, 0) 4b (0.5, 0.5, 0.5) 4c(0.25,0.25,0.25) 

    Z 4c(0.25,0.25,0.25) 4c(0.25,0.25,0.25) 4b (0.5, 0.5, 0.5) 4a (0, 0, 0) 4a (0, 0, 0) 

 

        

 

IV.3.2. Equilibre et stabilité structurale : 
 

      Pour étudier la stabilité   structurale et   magnétique  de nos  composés CrZrAs, MnZrAs 

et VZrAs, nous avons effectué des optimisations structurales de chaque type de structure, 

dans la phase ferromagnétique (FM). L’optimisation structurale s’effectue en minimisant 

l’énergie totale E en fonction du volume V de la cellule unitaire du système,  le cycle 

d’optimisation est reproduit jusqu’à l’obtention de la convergence voulue à 10
-5

 Ry près. En 

ajustant la courbe de la variation de l’énergie E en fonction du volume avec l’équation de 

Murnaghan [10] (équation IV-1), on a pu calculer les paramètres de maille à l’état 
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fondamental tels que la constante du réseau  a0 (Å ), B0 (GPa) V0 le volume de la maille 

élémentaire , l’énergie de formation… . L’énergie est donnée par l’expression suivante : 

 

                   E( )  E ( )  
  

  (    )
[ (  

   

 
)  

   

 

  

  ]                                                 IV-1  

 

          Où  ( ) représente l’énergie du système à l’état fondamental pour un volume V de la 

cellule élémentaire, E0 est l’énergie du système à l’équilibre       est le volume d’équilibre de 

la cellule unité à une pression nulle, B0 et  ̀  sont le module de compressibilité et sa dérivée 

par rapport à la pression, respectivement. La constante du réseau à l’équilibre est donnée par 

le minimum de la courbe   ( ) ,  le module de compressibilité B0 et sa dérivée sont 

déterminés avec les équations suivantes IV-2 et IV-3: 

 

                                                                           (
   

    )    
                                                   IV-2 

 

Et                                                            ̀  (
  

  
)                                                             IV-3    

 

     Le tableau IV-1  représente les paramètres dans les  cinq types de structures des trois 

matériaux. Le tracé de l’énergie fondamentale en fonction de la variation du volume cellulaire 

dans la phase de stabilité magnétique qui est  la phase ferromagnétique (FM),  a montré  que 

nos  matériaux  ont leur énergie E(V) minimale pour la  structure de type 1 et alors on peut 

dire  que la structure de type 1 (Voir les Figures IV-2.3.4) est la structure la  plus stable, pour 

tous les alliages  CrZrAs, MnZrAs et VZrAs  étudiés.          
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a)                                                                        b ) 
    

   
c)                                                                              d) 

 
e)                                                                                 f) 

                           Type 1                                                                  Type3 

Figure IV.2 : Structure cristalline des composés  Half-Heusler XZrAs avec XCrysDen : 
                     (a,b) CrZrAs    ,  (c,d) MnZrAs,  (e,f) VZrAs   , dans les types 1 et 3  
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Figure IV.3: Energie totale en  fonction du volume de la maille élémentaire dans les cinq                    

                      types de structure pour le matériau  CrZrAs  

 

 

 

Figure IV.4 : Energiee totales en  fonction du volume de la maille élémentaire dans les cinq 

types de structure pour le matériau MnZrAs  
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Figure IV.5: Energies totales en fonction du volume de la maille élémentaire dans les cinq    

                      types de structure pour le matériau  VZrAs . 

 

      Ces matériaux de formule générale XYZ cristallisent dans la structure MgAgAs (C1b) 

dans le groupe spacial F-43m. L’optimisation des propriétés structurales a aboutit aux calculs 

des paramètres de maille tels que le paramètre de la cellules a0, V0, B, B’ , E0 et Ef l’énergie de 

formation, les valeurs de ces paramètres sont dans les Tableaux IV-4-5-6 . Les Figures IV-2, 

3 et 4,  représentent la variation de l’énergie en fonction du volume pour les 3 matériaux et 

dans les 5 types de structures. L’énergie de l’état fondamentale de la maille élémentaire qui 

est l’énergie minimale, est l’énergie optimisée. Le type 1 de structure est le type le plus stable 

énergétiquement pour les trois matériaux. Cette stabilité est prouvée par le minimum de 

l’énergie de ce type qui est le plus inferieur que  tous les minimums des énergies des autres 

types. Certaines études expérimentales montrent que le désordre atomique influence les 

structures des matériaux half –heuslers [16] pour cela l’investigation des composés dans les 

cinq arrangements est demandée, la structure C1b est discutée dans la littérature [17].  

 

       Les propriétés structurales des matériaux sont représentés par   les paramètres de la 

cellule unitaire a (Å ),  le   module de compressibilité B (GPa), les résultats obtenus pour les 

composés XZrAs (Cr, Mn,V) sont montrés sur les tableaux suivants :    
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Tableau IV.4 : Propriétés structurales de l’alliage CrZrAs (paramètre de réseau  a0, module 

de compressibilité B0, l’énergie de l’état fondamental structural et l’énergie de formation Ef 

  

Composé Types a(Ǻ) Volume B (GPa) Energy (Ry) Ef(eV) 

 

 

CrZrAs 

Type 1 6.1428 391.0621 89.9283 −13822.4106 −0.78 

Type 2 6.1428 391.0618 89.9285 −13822.4106 −0.78 

Type 3 6.2655 391.0618 46.6514 −13822.3747 −0.69 

Type 4 6.2654 414.9438 46.6635 −13822.3747 −0.69 

Type 5 6.6689 500.3845 25.2074 −13822.3041 −0.62 

 

 

Tableau IV.5 : Propriétés structurales de l’alliage MnZrAs (paramètre de réseau  a0, module 

de compressibilité B0, et l’énergie de l’état fondamental structural et l’énergie de formation Ef  

Composé Types a(Ǻ) Volume B (GPa) Energy (Ry) Ef(eV) 

 

 

MnZrAs 

Type 1 6.1196 386.6419 95.5008 −14037.9831 −0.99 

Type 2 6.1194 386.5929 95.6189 −14037.9831 −0.99 

Type 3 

  // 

5.9957 

5.99 [14] 

363.6193 

363.6589[14] 

112.6720 

109.624[14] 

−14037.9734 

−14037.9700[14] 

−0.98 

     -- 

Type 4 5.9957 363.6193 112.6715 −14037.9734 −0.98 

Type 5 6.4184 446.0814 49.3775 −14037.8689 −0.98 

 

Tableau IV.6 : Propriétés structurales de l’alliage VZrAs (paramètre de réseau  a0 , module de 

compressibilité B0, l’énergie de l’état fondamental structural et l’énergie de formation Ef 

Composé Types a(Ǻ) Volume B (GPa) Energy (Ry) Ef(eV) 

 

 

VZrAs 

Type 1 6.1133 385.4431 131.0816 −13619.2989 −1.29 

Type 2 6.1133 385.4429 131.0828 −13619.2989 −1.29 

Type 3 

 

6.1358 

 

389.7265 

 

98.6819 

 

−13619.1947 

 

−1.19 

 

Type 4 6.1351 389.5853 99.3721 −13619.1948 −1.19 

Type 5 6.4016 442.5966 68.1947 −13619.1570 −1.15 
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       On remarque que la constante du réseau a (Ǻ) augmente quand la taille de l’élément X 

augmente puisque les atomes Zr et As sont les mêmes dans les trois matériaux , cette 

augmentation est dans l’ordre de croissance suivant : a0(VZrAs) <  a0(MnZrAs) < a0(CrZrAs).             

  Cette croissance est dans le même ordre de croissance des rayons des atomes X (Cr, Mn,V)  

R(Cr) = 1.42 Ǻ , R(Mn)= 1.40 Ǻ , R(V)= 1.35 Ǻ d’où (R(V)  <R(Mn) <R(Cr)). Alors on peut 

remarquer aussi que le pas du réseau et le volume de la maille élémentaire augmentent avec le 

rayon de l’atome X. Plusieurs matériaux avec différents rayons atomiques peuvent avoir le 

même type de structure. Les effets des forces d’interaction atomiques, ioniques ou covalentes, 

le nombre des électrons de valence, sur les arrangements des atomes dans les structures a été 

étudié dans [18,19]. Nous remarquons aussi que le module de compréssibilité B(GPa)  décroit 

dans l’ordre de décroissance suivant : B(CrZrAs) < B(MnZrAs) < B(VZrAs) dans le sens 

inverse de la croissance de la constante a de la maille et cela est suivant la relation qui lie B à 

a0 :  B  V0
-1

 où V0 est le volume de la cellule unitaire à P = 0.  

 

       IV.3.3.Energies de formation : 

 

      La stabilité des composés peut être étudiée par l’étude de l’énergie de formation Ef  qui est 

une grandeur thermodynamique donnée par l’expression suivante : 

        

                       (     )       (     )       ( )      (  )      (  )                      IV-4 

 

        où  Etotal (     ) est l'énergie totale des matériaux XZrAs  et Etotal (X = Cr, Mn et As) 

sont les énergies totales  des atomes dans leurs états standards (calculées à T= 0 °K). Les 

valeurs des énergies totales  sont obtenues par des calculs effectués dans  le code WIEN2k 

[2], avec des conditions de convergence de l’ordre de 10
-5

 Ry. Les valeurs des énergies de 

formation sont représentées sur les Tableaux IV-7-8-9. 

 

      Un matériau qui possède  une énergie de formation plus faible est  considéré comme un 

matériau plus stable, car il exige beaucoup plus d’énergie pour se former. L’énergie de 

formation  des nos  systèmes proposés est calculée suivant la réaction suivante : 

 

                                                    𝑛  𝑡                                                   IV-5 
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      L’énergie de formation varie selon l’élément X de transition utilisé. On remarque que 

toutes les énergies de formation calculées à partir de l'équation  IV-4  sont de signes  négatifs, 

pour tous les composés étudiés et pour les 5 types, ce signe négatif signifie que tous nos 

matériaux dans les 5 types de structures sont  thermodynamiquement stables et peuvent être 

synthétisés expérimentalement.  

 

Tableau IV.7: Les valeurs des énergies de formation Ef  (Ry) pour le composé CrZrAs dans   

                       les cinq types.  

Composé Energie de formation (Ry) 

 

 

          CrZrAs 

           Type 1                      −0.78 

  Type 2                      −0.78 

  Type 3                      −0.69 

  Type 4                      −0.69 

  Type 5                      −0.62 

 

 

Tableau IV.8: Les valeurs des énergies de formation Ef  (Ry) pour le composé MnZrAs dans  

                       les cinq types. 

Composé Energie de formation (Ry) 

 

 

          MnZrAs 

             Type 1                            −0.99 

  Type 2                            −0.99 

  Type 3                            −0.98 

  Type 4                            −0.98 

  Type 5                            −0.98 

 

Tableau IV.9: Les valeurs des énergies de formation Ef  (Ry) pour le composé MnZrAs dans  

                       les cinq types. 

                           Composé                 Energie de formation (Ry) 

 

 

          VZrAs 

            Type 1                           −1.29 

  Type 2                           −1.29 

  Type 3                           −1.19 

  Type 4                           −1.19 

  Type 5                           −1.15 
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IV. 4.Propriétés électroniques et magnétiques: 

 

Afin d’étudier la nature électronique des matériaux XZrAs(X=Cr, Mn, V)  nous avons 

calculé les structures de bandes d’énergie des électrons des spin majoritaires et minoritaires  

le long des directions de haute symétrie dans la première  zone de Brillouin ainsi que les 

densités d’états totale et partielles, dans les deux types 1 et 3 dans la phase ferromagnétique  

(Figures IV-7,8,9), en utilisant l’approximation du gradient généralisé (GGA-PBE) avec spin 

polarisation.  

 

        IV.4.1. Structures de bandes: 

 

        Les bandes d’énergies donnent les énergies possibles des électrons en fonction du 

vecteur d’onde. Ces bandes sont représentées dans 1’espace réciproque, et pour simplifier, 

seules les directions de plus hautes symétries dans la première zone de Brillouin sont traitées 

(Figure IV.6).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              Figure IV.6 : les points de haute symétrie (W, , X et L) qui sont jointées par les     

                                       points et [20]. 
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Pour le type 3, les Figures IV-7, 8. montrent que les deux  matériaux CrZrAs et 

MZrAs ont respectivement des gaps direct et indirect, dans les voies de spins majoritaires 

(spin up), alors que dans les de spin minoritaires ,  nous remarquons qu'il y a un 

chevauchement entre les bandes de conduction et de valence au niveau de Fermi, ce qui signifie 

que ces composés ont un caractère semi-métallique avec l’approximation GGA (PBE)  c'est-à-

dire ils ont une nature métallique dans les voies à spin minoritaires et sont de nature semi-

conductrice dans les voies de spin majoritaires. Pour le matériau CrZrAs le maximum de la 

bande de valence est dans la direction de haute symétrie L, alors que le minimum de la bande 

de conduction est selon la direction Г. Le matériau MnZrAs  a un gap direct c'est-à-dire le 

minimum de la bande de conduction et le maximum de la bande de valence sont suivant la 

même direction  de haute symétrie qui est Г, ce résultat est obtenu dans l’étude [14]. Dans ces 

matériaux la bande interdite est causée par l’hybridation covalente de l’élément de transition 

de valence  supérieure Cr( Mn) avec l’élément de transition de valence inferieure Zr [21-23]. 

Dans le type 1 les trois matériaux présentent une nature métallique. Dans nos calculs, le 

matériau VZrAs a une nature métallique, il présente un chevauchement autour du niveau de 

Fermi dans les deux voies de spin majoritaires et minoritaires Voir la Figures IV-9,  , dans les 

deux types 1 et 3 alors que d’après l’étude [15] dans  le type 3 , il a une nature semi-

métallique c'est-à-dire il présente un chevauchement dans la voies des spin minoritaires et un 

gap dans la voie des spin majoritaires. Concernant le matériau CrZrAs , nous n’avons trouvé 

aucune  étude théorique ou éxperimentale pour la comparer avec la notre.  Alors on peut dire 

que l’hybridation covalente d-d peut être la principale cause des gaps dans les commposés 

half-heusler [24-27]. 

      D’après notre modeste connaissance, il n’y a pas encore d’études expérimentales de ces 

trois matériaux alors nous pouvons considérer  que les résultats obtenus pour ces matériaux 

CrZrAs, MZrAs, et VZrAs sont prédictifs et qu’ils peuvent  contribuer aux futurs recherches 

sur ces matériaux. 
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  Figure IV.7 : Structure de bandes d’énergies  électronique et les  densités d’état totales et partielles 

des spins majoritaires et minoritaires du matériauu CrZrAs avec les paramètres de mailles d’équilibre 

des types 1 et 3. L’énergie de Fermi est au niveau Zéro (ligne rouge) 
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  Figure IV.8: Structure de bandes d’énergies  électronique et les  densités d’état totales et partielles 

des spins majoritaires et minoritaires du matériauu MnZrAs avec les paramètres de mailles d’équilibre 

des types 1 et 3. L’énergie de Fermi est au niveau Zéro (ligne rouge) 
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  Figure IV.9: Structure de bandes d’énergies  électronique et les  densités d’état totales et 

partielles des spins majoritaires et minoritaires du matériau VZrAs avec les paramètres de 

mailles d’équilibre des types 1 et 3. L’énergie de Fermi est au niveau Zéro (ligne rouge) 

 



Chapitre IV                                                                      Résultats et discussions  

 

85 
 

IV.4.2. Densités d’états : 

La densité d’état comptabilise le nombre d’états électroniques ayant une énergie 

donnée. La densité d’état totale permet, par exemple, d’avoir accès aux propriétés de 

conduction électronique d’un matériau. De plus, pour chaque atome, on définit une sphère de 

rayon donné, à l’intérieur de laquelle on projette la densité électronique sur des harmoniques 

sphériques de type s, p, d ou f. On obtient ainsi les densités d’état partielles qui permettent de 

déterminer la structure des liaisons chimiques entre les atomes d’un cristal ou d’une molécule. 

Les projections de la densité d’état totale dépendent des rayons des sphères sur lesquelles sont 

projetées les densités d’état partielles et ne donnent donc accès qu’à une information 

qualitative [28]. 

Les densités d’états totales TDOS et partielles PDOS des composés CrZrAs, MnZrAs 

et VZrAs obtenues en utilisant l’approximation gradient généralisée (GGA), sont illustrées sur 

les Figures IV.7,8,9. Nous remarquons les électrons à spin minoritaires traversent le niveau 

de Fermi alors que les électrons à spin minoritaires forment un gap d’énergie. Vu que les 

premiers éléments (X et Zr) dans les matériaux half heusler sont des métaux de transition, ils 

contribuent le plus dans la densité d’états, alors que le troisième élément s,p (As) contribue le 

moins à la densité totale. On remarque que la plus grande contribution dans les zones proches 

du niveau de Fermi vient des métaux de transition  exactement des électrons des orbitales d 

qui sont des porteurs principaux  de transport alors que les régions lointaines du niveau de 

Fermi sont occupés par les électrons de l’élément As. Le gap dans le matériau CrZrAs est un 

gap indirect  [ Г,L] et celui du composé MnZrAs est direct [Г, Г]. Pour le matériau MnZrAs 

nous pouvons remarquer que l’élément As contribue dans la bande de conduction alors que 

l’élément Mn contribue dans la bande de valence. Pour le matériau CrZrAs, le maximum de la 

bande de valence est à -0.1394 eV, le minimum de la bande de conduction est à 0.91181 eV , 

le gap est égale à 1.05121 eV , le gap half métallique est égale à 0.1394 eV.  Pour le matériau 

MnZrAs , le maximum de la bande de valence est à -0.16205 eV, le minimum de la bande de 

conduction est à 0.35697eV , le gap est égale à 0.51902 eV , le gap half métallique est égale à 

0.16205 eV. Alors que les  voies de spin minoritaires présentent un chevauchement autour du 

niveau de Fermi. Les gaps d’énergie sont les résultats des liaisons covalente d-d dans les 

éléments de transition ou des hybridations entre les états liants et anti-liants.  

On voit que les contributions principales au caractère magnétique dans le DOS résultant, 

autour du niveau de Fermi, du composé obtenu par la méthode GGA (PBE) sont dues aux 

éléments de transition des orbitales d.  

 



Chapitre IV                                                                      Résultats et discussions  

 

86 
 

      IV.4.3. Propriétés  magnétiques :  

 

      Les moments magnétiques totaux et atomiques calculés en utilisant GGA (PBE) sont 

résumés dans le Tableau IV-9. Le moment magnétique total dans les matériaux full-heusler 

et half-heusler obéit à la règle de Slater-Pauling [29–31]: pour les matériaux full-heusler il 

serait égal à MT= ZT-24, alors que dans les half-heusler il est égal à MT = ZT-18 où MT est le 

moment total par cellule et ZT est le nombre total des électrons de valence. 

     

Tableau IV.10: Moments magnétiques totaux et atomiques en (μB) des composés CrZrAs, 

MnZrAs, VZrAs en (μB) .    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Les trois matériaux dans le type 1 sont métalliques et ont des moments totaux non entiers 

égaux à 2.43 μB, 2.68 μB  et -1.18 μB respectivement, donc ils n’obéissent à la règle de Slater-

Pauling. Alors que dans le type 3 ils ont des moments entiers sauf pour le composé VZrAs, le 

moment est 0.24 μB.  

      Les composés CrZrAs et MnZrAs ont 15 et 16 électrons de valence respectivement, ce qui 

forme des moments totaux égaux à 3 et 2 respectivement, suivant la règle de Slater-Pauling. 

Ces moments calculés par l’approximation GGA sont en excellent accord avec la règle de  

Slater Pauling. Le matériau VZrAs qui a une nature métallique, son moment magnétique total 

ne suit pas le règle de Slate-Pauling. On peut noter aussi que le moment magnétique total est 

principalement obtenu par la dégénérescence des interactions des électrons de spin majoritaire 

avec les électrons de spin minoritaire dans les atomes Cr et Mn. Les éléments Zr et As ont des 

moments négligeables et négatifs par rapport aux moments des atomes Cr et Mn, ce qui 

signifie que ces moments sont anti- parallèles par rapport aux moments de Cr et Mn. 

 Types  MX MZr MAs Minterstitiel Mtot 

CrZrAs 

 

MnZrAs 

 

VZrAs 

 

Type 1 

Type3 

Type 1 

Type3 

Type 1 

Type3 

2.59509 

2.38522 

3.28826 

2.20232 

-0.17252 

-0.00215 

-0.25035 

0.15268 

-0.39066 

-0.22180 

-0.01035 

 0.14698 

-0.04502 

-0.02751 

-0.02961 

-0.00141 

-0.00395 

-0.00110 

 0.13801 

 0.48850 

-0.18763 

 0.01050 

-0.02362 

 0.09713 

 2.43773 

 3.0000 

 2.68037 

 2.0000 

-0.18184 

 0.24306 
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IV.5. Propriétés élastiques : 

      Le but de cette partie est l’étude des propriétés élastiques  des composés  CrZrAs, 

MnZrAs et VZrAs, pour cela nous avons calculé des grandeurs mécaniques tels que le 

module d’young Y, le facteur d’anisotropie A, le facture de Poisson ν, …..ect , les résultats 

sont portés sur le Tableau IV-10. Les calculs sont effectués dans des conditions normales de 

pression et de température  en utilisant la méthode intégrée dans le package du code  

WIEN2k[2]. Les constantes élastiques, nous informent  sur les caractéristiques des liaisons 

entre les plans atomiques adjacents, le caractère anisotropique de ces liaisons et la stabilité 

mécanique des composés, leur dureté, fragilité……ect. Mathématiquement, les déformations 

sont  liées linéairement  aux contraintes par une loi fondamentale de l’élasticité des 

matériaux qui est la loi de Hooke :  

                                                          [σ]=[C].[ξ]                                                              IV-6 

 où [σ] est le tenseur des contraintes et [ξ] est le tenseur des déformations, [C] est le tenseur 

d’ordre des constantes élastiques Cij  .  

      IV.5.1. Les constantes élastiques :  

      Les constantes élastiques  Cij sont obtenues par le calcul de l'énergie totale en fonction 

de la conservation des déformations par la méthode de  Mehl [32, 33] selon le tenseur des 

Cij suivant : 

                                                     

(   )  

[
 
 
 
 
 
                                      
                                        
                                        

                                        

                                                                                        
                                                                                          
                                                                                             ]

 
 
 
 
 

                              IV-7 

 

      Les modules élastiques exigent la connaissance  de la dérivée de l'énergie en fonction de 

la déformation du réseau,  dans le cas d’un système cubique, le groupe de symétrie rend des 

égalités   entre certains des coefficients Cij possibles tels que : C11 = C22 = C33 , C12 = C21= C23 

= C32 = C31  = C13    et C44 = C55 = C66    et de là, on a une réduction du nombre de ces 

constantes Cij à  trois constantes élastiques indépendantes qui sont C11, C12 et C44  . 

L’approximation de Voigt  permet de calculer le module de compressibilité B et le module 
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cisaillement de Voigt SV [34] qui s’écrivent pour un cristal cubique isotrope, en fonction de 

    et     selon les équations suivantes (IV-8) et (IV-9) :                                            

                                                             
        

 
                                                                      IV-8  

      Le module de  cisaillement de Voigt SV est donné par l’expression :     

   

                                               SV = (C11-C12+3C44)/5                                                         IV-9 

      

      Le module de cisaillement ou module de glissement G est la relation  qui relie la 

contrainte de cisaillement à la déformation  pour un matériau élastique isotrope [35],   il est 

défini par la somme  suivante:  

 

                                             = (   + GR) /2                                                                       IV-10 

       Où    est le module de Voigt de cisaillement [36] correspondant aux limites supérieures 

des valeurs de G,    est le module de cisaillement de Reuss [37], pour les cristaux cubiques 

les valeurs limites correspondant  à G,    et    sont exprimés par  les équations suivantes: 

 

                                                  = ( 11 −  12 + 3  44) /5                                                  IV- 11  

  

                                                         = 5[( 11 −  12)44]/[4  44 + 3 ( 11 −  12)]                        IV-12 

                                                

                                                     G  
            

 
                                                                    IV-13 

      Pour des petites contraintes, ce module G est constant et le matériau se comporte de 

manière élastique, il revient aux conditions initiales, une fois les contraintes s’annulent. Pour 

des contraintes importantes, l’échantillon subit une transformation permanente ou plastique. 

Le type d’une transformation d’un matériau dépend fortement du type des liaisons atomiques. 

Une fois la contrainte supprimée les déformations peuvent être élastiques ou plastiques : La 

déformation élastique ou élasticité est la déformation qui diminue lorsque les contraintes qui 

ont provoqué le changement sont supprimées. La déformation plastique est une déformation 

persistante où il y a un changement de la forme du solide provoqué par une contrainte 

soutenue. La différence entre une déformation élastique et une déformation plastique  est que 

la première est réversible et la deuxième est irréversible. Quand la force agit suivant une seule 

direction, la contrainte est appelée compression ou contrainte uni-axiale. Lorsque les 
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forces agissent selon toutes les directions (généralement trois), on parle de contrainte 

hydrostatique. Pour les contraintes de cisaillement, les forces agissent tangentiellement aux 

faces du solide et déplacent des plans parallèles du solide ; au niveau microscopique, cela 

cause le glissement des plans des atomes les uns par rapport aux autres.  

      Les grandeurs mécaniques telles que B (le module de compressibilité), G (le module de 

cisaillement), Y (le module de Young ou rapport contrainte /déformation), ν (le facteur de 

Poisson) définissent la résistance d’un matériau à une contrainte  uni-axiale et  donnent une 

information sur le degré de sa raideur. 

     Le calcul du module de Young  Y [38], ou module d’élasticité (longitudinale) ou encore 

module de traction est défini comme le rapport de  la contrainte de traction (ou de 

compression) à la déformation d'un matériau élastique isotrope. On le défini selon l’équation  

suivante : 

                                              
9  

    
                                                                                        

 

      Aussi à partir des constantes     ,      𝑡      on peut  calculer d’autres grandeurs 

mécaniques (élastiques) telles que le facteur d’anisotropie A Zener [39], le coefficient de 

poisson   [40], le module de cisaillement G [41] , la pression de Caucy C*  [ 42] : 

                                         

                                                           
    

       
                                                                              I V-15      

                                     

                                                         ν  
    

  
                                                                           IV-16 

 

                                                                                                                                                7 

 

                                                            

                                                          
 

 
 

 

 

 

 
 (         

  (             
                                                        IV-18                                

                    

      Les valeurs critiques du rapport B/G et du facteur de Poisson sont 1.75 et 0.26  

respectivement, si les valeurs de ces grandeurs sont supérieures à ces valeurs critiques  le 

matériau est ductile  si non il est fragile   [43,44]. La dureté d'un matériau définit la résistance 

relative qu'oppose sa surface à la pénétration d'un corps plus dur. Selon Frantsevich et al [45] 
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si ν est supérieur à 1/3 le matériau est dur si  ν est inferieur à 1/3 il est fragile. Concernant nos 

matériaux les valeur de ν pour CrZrAs et VZrAs sont supérieurs à 1/3 donc ces deux 

matériaux sont durs, pour le troisième matériau MnZrAs ν  est inferieur à 0.32 donc ce 

matériau est fragile.  La pression de Cauchy C* est définie comme la caractéristique angulaire 

de la liaison entre les atomes dans un matériau, elle est utilisée pour étudier  la dureté ou la 

fragilité d’un matériau [46,47]. Si cette pression est négative le matériau est fragile  et si elle 

est positive le matériau est ductile [48].  

      Enfin, on peut citer deux autres facteurs  mécaniques qui sont les coefficients de Lamé  (λ, 

μ) définis par les équations suivantes [28] : 

 

                                                        λ  = νY/(1+ν)(1-2ν)                                                     IV-19 

 

                                                        μ  = Y/2(1+ν)                                                              IV-20 

 

      λ est le premier coefficient de Lamé, μ est le deuxième coefficient de Lamé qui est aussi 

désigné par G. Le premier paramètre n’a pas d’interprétation physique, seulement il simplifie 

la matrice de raideur de Hooke  ci-dessus. Les deux paramètres constituent un paramétrage 

des modules élastiques pour les matériaux homogènes isotropes et sont fonctions des modules 

d’élasticité Y et ν. 

 

    IV.5.2. Stabilité mécanique : 

      Les valeurs calculées des constantes élastiques    , module de compressibilité B,  module 

de cisaillement G,  module d'Young y,  coefficient de Poisson (ν), le facteur d'anisotropie A  , 

le rapport B/G et la pression de Cauchy C’ sont montrées sur  le Tableau IV-11 : 

 

 

Composé C11 C12 C44 B G Y ν A B/G C’ 

CrZrAs 

MnZrAs 

VZrAs     

121.5320 

191.0730 

215.2638 

 

93.4359 

59.4890 

117.6388 

 

55.3892 

240.4660 

21.8365 

 

102.801 

103.350 

150.180 

 

39.052 

170.595 

32.626 

 

104.026 

330.137 

91.268 

 

0.331 

0.32 

0.398 

 

3.94 

3.65 

0.44 

  

2.632 

0.606 

4.603 

 

38.047 

-180.977 

95.8023 

 

Tableau IV.11: Constants élastiques, C11, C12, C44 (en GPa), B(GPa) module de 

compressibilité, modules de Young et cisaillement  Y, G (en GPa), ν coefficient de  Poisson, 
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paramètre d’anisotropie A (GPa),  le rapport B/G  et C’ (GPa) pour les alliages Half heusler 

CrZrAs, MnZrAs et VZrAs 

      Dans les calculs des constantes élastiques, on n’a considéré que de faibles déformations 

du réseau afin de rester dans le domaine élastique du cristal. Pour étudier la stabilité des 

composés XZrAs (X= Cr, Mn , V) dans leur structure énergétique la plus stable , on a calculé 

les constantes élastiques du réseau à l'équilibre et on a comparé les résultats obtenus avec les 

conditions suffisantes  de stabilité mécaniques pour un cristal cubique de Born [49-52] 

suivantes : 

 

                                                                                        IV-21 

      

      Les constantes élastiques Cij de nos matériaux XZrAs (X= Cr, Zr, As) citées dans le 

Tableau IV.11 ci-dessus sont tous positifs et suivent les critères de stabilité de Born, donc 

nos matériaux sont  mécaniquement stables. Les valeurs des coefficient C11 de tous les 

matériaux sont supérieurs  aux coefficients C12, C44 : C11 > C12 et C11 > C44 ce qui indique que  

ces matériaux présentent une grande résistance à la déformation  par  application d’une 

contrainte sur le plan (100) avec une polarization sur la  direction < 100 > qu’une résistance à 

la déformation par application d’une contrainte sur le même plan avec une polarisation 

suivant la direction  < 010 >.  

      Le module de Young Y est un critère de  la rigidité d’un solide, plus sa  valeur est élevée 

plus le matériau est rigide. Dans nos calculs la valeur du module de Young du composé 

MnZrAs (330.137 GPa) est plus élevée que celle de CrZrAs  (104.026 GPa) qui est elle-

même supérieure à  celle de VZrAs (91.268 GPa) de là, on peut conclure que le matériau 

MnZrAs est le plus rigide des matériaux. Le module de cisaillement (G) du matériau MnZrAs 

a la plus grande valeur en effet on trouve (170.595 GPa) alors que  pour CrZrAs G est égal à 

(39.052 GPa)  et  G = 91.268 GPa pour VZrAs. Les valeurs de ce module diminuent allant de 

Mn vers Cr vers V. Donc on peut conclure que les module de rigidité Y et de cisaillement G  

augmentent avec l’augmentation du nombre atomique des atomes de V à Cr vers Mn. Le 

facteur d’anisotropie  A est un paramètre important de mesure du degré de l’anisotropie  d’un 

matériau  si A est supérieur à 1, le matériau est dit anisotrope si non il n’est pas anistrope. 

Selon le Tableau IV.11, les valeurs de A des deux matériaux CrZrAs et MnZrAs sont 

supérieurs à 1 ce qui indique que ces composés  ferromagnétiques présentent un 

comportement anisotropique. Le facteur d'anisotropie  A (Tableau IV.11) calculé  pour le 

troisième matériau VZrAs est inferieur à 1 ce qui signifie que ce composé n’est pas 



Chapitre IV                                                                      Résultats et discussions  

 

92 
 

anisotropique. Concernant le coefficient de Poisson ν, ce paramètre est compris   dans 

l’intervalle de valeurs  [- 0,1, 0,5]  [28]. Les valeurs obtenues de ν sont de  0,33, 0,32 et  0.398  

GPa, respectivement pour les matériaux CrZrAs, MnZrAs , VZrAs et sont supérieurs à 1/3 

pour CrZrAs et VZrAs  ce qui indique que ces deux  matériaux sont rigides et résistent à une 

contrainte de cisaillement alors que  ν < 1/3 pour le composé MnZrAs donc il est fragile  

selon Frantsevich et al.[45] (Si  ν > 1/3 le matériau est dur si ν < 1/3 il est fragile ) .   

      La valeur critique du rapport B/G séparant le comportement ductile du comportement 

fragile des matériaux est égale  à 1,75, c'est à dire, si B/G > 1.75 le matériau se comporte 

d’une manière ductile, sinon le matériau à un comportement fragile, nos composés XZrAs( 

X= Cr, Mn, V) ont des valeurs du rapport B/G égales à 2.632, 0.606 et 4.603 respectivement 

donc on peut dire que les deux matériaux CrZrAs et VZrAs sont classées comme matériaux 

ductiles et le matériau MnZrAs est un matériau fragile , le rapport B/G est selon de croissance 

suivant : B/G(VZrAs) > B/G(CrZrAs) > B/G(MnZrAs) [14.15],  B/G augmente avec 

l’augmentation du numéro atomique tout à fait comme la croissance du facteur de Poisson 

pour ces matériaux . La pression de Cauchy C’ a pour valeurs  38.047 GPa , -180.977 GPa et  

95.8023 pour CrZrAs, MnZrAs et VZrAs respectivement. On remarque la pression de Cauchy 

de MnZrAs est négative ce qui signifie que ce matériau est fragile alors que celle des deux 

matériaux CrZrAs et VZrAs sont positives donc ces matériaux sont ductiles , C’ suit le même 

ordre de croissance que  celui des grandeurs B/G et ν : C’(VZrAs ) > C’(CrZrAs) > C’ 

(MnZrAs). Enfin, les facteurs de Lamé sont représentés sur le Tableau IV.11 : 

 

 Tableau IV.12 :  Facteurs de Lamé : λ  (GPa )   et  μ (GPa)   . 

                                                      

Composés      λ μ 

CrZrAs 19.231 38.462 

VZrAs 21.739 32.258 

 

      Le premier coefficient de Lamé est λ  n’a pas de signification physique mais il sert à 

simplifier la loi de Hooke matricielle IV-1, le deuxième coefficient est μ ,   il est aussi appelé 

module de cisaillement , on remarque qu’on a presque les même valeurs de μ que celles de G 

calculées par les coefficients Cij (Tableau IV-11 )  

Si  μ est égale à  μ  
       

 
           le matériau est isotrope, concernant nos matériaux  cette 

condition n’est pas remplie donc ils ne  sont pas isotropes. 
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       IV.5.3. Température de Debye ϴD et vitesses d’ondes élastiques : 

  

      Etant donné le calcul des modules d’Young Y, de compressibilité B et de cisaillement G, 

on peut obtenir la température de Debye, les vitesses de propagation du son longitudinale, 

transversale, et moyenne, à partir des équations de Navier [54,55] : 

 

                              √
     

  
 ,             √

 

        
,           [

 

 
(

 

  
  

 

  
 )]

   ⁄

                  IV-22 

 

         est la densité du composé 

       

      La température de Debye 𝜃𝐷 est la température du mode de vibration normal le plus élevé 

d’un cristal, elle relie les propriétés élastiques aux propriétés thermodynamiques telles que  la 

dilatation thermique, la conductivité thermique, la chaleur spécifique et l’enthalpie du 

réseau... Une des méthodes standard de calcul de la température de Debye θD à travers les 

constantes élastiques, est la relation suivante [56-59]: 

 

                                                   𝜃  
 

  
*
  

  
(

 

  
)+

  ⁄

                                                   IV-23 

 

                                                        
 

   
                                                                       IV-24 

 

 Avec h est la constante de Planck,    est la constante de Boltzmann, ,     volume atomique 

   le nombre d’Avogadro, n le nombre d’atomes par motif et M la masse molaire. 

      A basses températures, les excitations vibratoires résultent seulement des vibrations 

acoustiques. On a calculé  la température de fusion également en utilisant l’équation  suivante 

pour les métaux cubiques [60] : 

                                                                

                                                     Tm = 553 + 5.91C11                                                       IV-25 

  

     Les résultats de nos calculs sont indiqués sur le Tableau IV.13. Il est à noter qu'il n'y a pas 

de données expérimentales ou théoriques dans la littérature pour la comparaison de nos 
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résultats. Ainsi, nos résultats peuvent être considérés comme une prédiction des températures 

de Debye pour ces composés.  

 

   Aussi il est intéressant de comparer la vitesse du son     dans nos matériaux. Un matériau 

qui a un module d’Young grand la vitesse du son y est grande.  

 

                                                                        √
 

 
                                                           IV-26       

Tableau IV.13: ρ (g/cm
3
), vitesses de propagation du son  longitudinal, transversale et vitesse 

moyennes du son  vl, vt et  vm  et vs respectivement (m/s), les températures de  Debye D (K) et 

les températures de fusion des composés  XZrAs (X= Cr, Mn, V). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Composé ρ (g/cm
3)

    (m/s)    (m/s)    ( m/s)      m      vs 

CrZrAs 

MnZrAs 

VZrAs 

 

6.25 

6.41 

6.311 

 4978 

 6604 

5540 

2499 

5159 

2274 

  

2275 

2009 

2550 

312.49 

451.05 

288.54 

718.81 .10
3
 

1129.79 .10
3
 

1272.76 .10
3 

7.1765 

4.0797 

3.8029 
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Conclusion : 

Dans ce travail de thèse, nous avons utilisé la méthode des ondes planes augmentées 

linéarisées à potentiel complet (FPLAPW) pour examiner les propriétés structuralles, 

élastiques, électroniques et magnétiques des composés Half-Heusler XZrAs(X= Cr, Mn, V). 

Selon ces calculs, l'état énergétique le plus stable est dans la structure du type un (1) dans la 

phase ferromagnétique pour tous les composés. Dans la phase de type trois (3)  , concernant 

les matériaux CrZrAs et MnZrAs, les électrons des canaux à spin majoritaires présentent un 

comportement semi-conducteur et les canaux  d'électrons à spins minoritaires présentent un 

comportement métallique dans ils sont des semi-métaux alors que le troisième matériau 

VZrAs est un matériau métallique vu que les deux canaux des électrons de spins majoritaires 

et de spins minoritaires présentent un chevauchement entre les deux  bandes de conduction et 

de valence dans le niveau de Fermi. les interactions covalentes peuvent être les principales 

causes de l'énergie. Les moments magnétiques totaux des composés  XZrAs (X = Cr, Mn, V)  

sont égaux à   3 µB, 2 µB et 0,24 µB, respectivement, on remarque qu’ils sont entiers. 

 Les propriétés élastiques ont été étudiées pour déterminer la résistance des matériaux à la 

pression hydrostatique et la stabilité élastique de nos composés. Selon les calculs des 

constantes élastiques, les trois composés XZrAs (X = Cr, Mn, V) sont mécaniquement stables. 

Les deux matériaux CrZrAs et MnZrAS sont des matériaux ductiles alors que le matériaux 

VZrAs est un matériau fragile. Les composés CrZrAs et MnZrAs sont de véritables 

ferromagnétiques semi-métalliques. Par conséquent, ces composés sont des matériaux 

pratiques pour les applications en spintronique. 
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 :الملخص

(، تى إجزاء ػًهيت X= Cr, Mn, V) XZrAsيٍ أجم دراست انخٕاص انتزكيبيت ٔانًزَت ٔالإنكتزَٔيت ٔانًغُاطيسيت نًزكباث َصف انٕٓسهز 

نهتُبؤ بانخصائض انٓيكهيت ٔانًزَت  GGA-PBE. لإَجاس ْذِ انًًٓت، تى استخذاو إيكاَاث FP-LAPWحسابيت أٔنيت في إطار طزيقت 

ٓز انحساب أٌ ٔالإنكتزَٔيت ٔانًغُاطيسيت نٓذِ انًزكباث. تى انؼثٕر ػهٗ يؼهًاث انشبكت في اتفاق جيذ يغ انبياَاث انُظزيت ٔانتجزيبيت انًٕجٕدة. يظ

َيكياً. بؼذ دراست ْياكم َطاق انطاقت نٓذِ ٔيٍ ثى يستقزة ييكا ( 1طاقياً في انُٕع الأل )( تكٌٕ يستقزة X=Cr, Mn, V) XZrAsيزكباث 

% ػهٗ يستٕٖ 111انًٕاد، كاٌ يٍ انًًكٍ استُتاج أٌ ْذِ انًزكباث ػبارة ػٍ يغُاطيساث حذيذيت شبّ يؼذَيت، يغ استقطاب دٔراَي قذرِ 

 فيزيي. ٔيٍ انًتٕقغ أيضا انخصائض انًغُاطيسيت.
 

 FP-LAPWسبنترونيك,المعدنية  المغناطيسية,معدني نصف ,الهياكل الالكترونية   DFTالكلمات المفتاحية

« MechanicalStability,Electronic,andMagneticPropertiesofXZrAs(X=Cr,Mn,V)Half‑H
euslerCompounds.» 

 
Résumé : 

Afin d’étudier les propriétés structurales, élastiques , électroniques et magnétiques des composés Half-

heuslersXZrAs( X= Cr, Mn, V) ,  un calcul ab initioa été réalisé  dans le cadre de la méthode FP-LAPW. 

Pour accomplir cette tâche, le potentiel GGA-PBE  a été  utilisé pour prédire les propriétés 

structurelles, élastiques, électroniques et magnétiques de ces composés . Les paramètres de réseau 

sont trouvés en bon accord avec les données théoriques et expérimentales existantes. Le calcul montre 

que ces composés XZrAs( X= Cr, Mn, V) sont énergétiquement stable dans le  type un (1) et alors 

mécaniquement stables.Après  l’étude des structures des bandes d’énergies de ces matériaux on a pu 

conclure que ces composés sont ferromagnétiques  semi-métalliques, avec une polarisation de spin de 

100% au niveau de Fermi. Les propriétés magnétiques sont également prédites. 

« MechanicalStability,Electronic,andMagneticPropertiesofXZrAs(X=Cr,Mn,V)Half‑HeuslerC
ompounds ‖ 

Mots clés : DFT,  Structures électroniques, Semi-métallique, ferromagnétique, 

Spintronique, FLAPW 

Abstract : 

In order to study the structural, elastic, electronic and magnetic properties of Half-heusler 

compounds XZrAs (X= Cr, Mn, V), an ab initio calculation was carried out within the framework of the 

FP-LAPW method.To accomplish this task, the GGA-PBE potential was used to predict the structural, 

elastic, electronic and magnetic properties of these compounds.The network parameters are found 

in good agreement with the existing theoretical and experimental data.The calculation shows that 

these compounds XZrAs (X= Cr, Mn, V) are energetically stable in the first type (1) and then 

mechanically stable. After the study of the structures of the energy bands of these materials it was 

possible to conclude that these compounds aresemi-metallic ferromagnets, with 100% spin 

polarization at the Fermi level.Magnetic properties are also predicted. 

«  MechanicalStability,Electronic,andMagneticPropertiesofXZrAs(X=Cr,Mn,V)Half‑HeuslerCompounds ” 
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